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Aufgabe: Erlautern Sie anhand eines Modells und unter der Annahme, dal es Arme, eine Mit-
telschicht und Reiche gibt und keine direkten Ubergange von Arm nach Reich und umgekehrt
stattfinden, wie soziale Marktwirtschaft funktioniert.

Losung: Die Armen kdnnen mit der Rate —k,; in den Mittelstand aufsteigen, ihre Zahl wird

dadurch geringer, daher das Minuszeichen. Umgekehrt konnen Mittelstandler sozial absteigen
und die Zahl der Armen mit der Rate k;, erhéhen. Mittelstdndler konnen aber genausogut mit

der Rate k,. die Zahl der Reichen erhohen, ebenso wie die Reichen mit der Rate —k; in den
Mittelstand absinken kdnnen. Die Zahl der Mittelstandler muf sich mit derselben Rate k5, mit
der die Zahl der Armen abnimmt, erhéhen und ebenfalls mit der Rate k.,, mit der die Zahl der

Reichen, die in den Mittelstand abrutschen, abnimmt. Schlie3lich gibt der Mittelstand mit der
Rate —k,, Verlierer an die Schicht der Armen ab und Gewinner mit der Rate —k,. an die

Reichen. Das alles ist in Abb. 1 dargestellt.

\ CB —Kge
ch ~~ - /(CB

Abbildung 1. Rateniibergénge zwischen den Wohlstandsklassen

Die graphische Veranschaulichung 4Rt sich zu folgenden Ratengleichungen zusammenfassen:

dN
th :_kABNA+kBANB’
dN
dtB =kABNA_(kBA+kBC)NB +kCBNC’
dN
d_tC:chNB _kCBNC'

In der Summe aller Ratengleichungen ergeben sich aber keine Anderungen, weil die Zahl der
an der Volkswirtschaft Beteiligten gemal unserer Annahme konstant ist,
d(N,+Ng +N.)
dt

=0 < N,+N;+N.=N,.

In Matrixschreibweise lauten die Ratengleichungen
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Mathematikaufgabe 159

’\:IA _kAB kBA 0 NA
NB = kAB _(kBA +ch) kCB NB .
Nc 0 ch _kCB Nc

Der Wurzel ; entspricht das System partikularer Losungen
N, (1) =AS", Ny(t)=Ae", N(t)=Ae"

mit den Ableitungen
N.(0)=2A¢", Ny(t)=2A¢", Ne(t)=2A¢"

Setzen wir diese Grolien in das Gleichungssystem ein und kiirzen auf beiden Seiten die Expo-
nentialfunktionen, erhalten wir das folgende lineare Gleichungssystem:

—(kAB+Z) Kaa 0 A
kAB _(kBA+kBC+Z) kCB Az =V
0 Kee —(kes +2) LA,

Dessen Determinante liefert die charakteristische Gleichung

K —2 kg, 0
Ko ~(Kga+kee)=2 kg |=-2°—pz’—qz=—(2"+pz+q)z
0 ch _kCB —Z

p [P’ p.|p°
|+ P_ P P ,/—_ —0
£Z+2 4 q]£z+2+ 4 q]z

mit den drei einfachen Wurzeln

p p p p
7 =——+ ,|—— , 2, =———,|—— y z :O,
o2 Vs 2 2 \4 :
wobei
P=Kug +Kgp +Kee +Keg,  0=KygKeg +KpgKpe +KegKga
d.h.
K —2 Ky, 0
K —(kBA+kBC)—z Keg :—(z—zl)(z—zz)(z—zg):o.
0 Ko K -2

Die Eigenvektoren des Systems sind gegeben durch
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kAB+z1 kBA+kAB+z1
AZ I(BA Al A3 - kBA A,
K., +2 k +K,,+2
B, = a2 B, = BAT B T T2 B
BA Bl kBA Bl
C, zﬁcl, C,=— kBA+kAB C..
BA BA

Die allgemeine Losung ist die Summe der partikuldren Lésungen

P [?_ e
=e 2t{Ale 4 qt+Ble 4 qt}rcl,
P [p?_ e
NB(t):i(kAB—Bje 2t(Ale 4 qt+Ble 4 qt}

Kga 2
/ 2 P L e
+i p__qe Zt Aie 4 Ble 4 a +kAB C]_
kBA 4 BA
P L3 L
Nc(t)z—ki(kBA+kAB—gje 2t{Aie 4 +Be'* J
BA

Damit kénnen die Koeffizienten aus dem folgenden System von 3 Gleichungen mit 3 Unbe-
kannten bestimmt werden,

N,(0)=A+B,+C,

NB(o):é(kAB j(Al+B)+k—tA\/;(A.L B)+EBA

1

NC(O):—k—BA(kBA+kAB j(A+B)—k—; pT_ (A-B,)-

Kgp +K
kBA

ABC

was in der Summe null ergibt, N, (0)+N;(0)+ N, (0)=0.

Durch Einsetzen von C, = N, (0)—(A +B,) in die beiden anderen Gleichungen folgt

k 1 1
NB(O)—k—:NA(O)_—k—BAg(AﬁBl)Jrk—BA %—OI(AL—BJ'
K., +K 1 1 2
N (0) BAk:A = NA(O):k_BAg(A.L—i_Bl)_k_BA %—Q(AL—BJ

Die Addition beider Gleichungen fiuhrt zu
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N, (0)+Ng (0)+ N, (0) = N,,

wenn man von N (0) die Gesamtzahl N, abzieht. Dies &ndert an den Losungen nichts, ver-
hindert aber, da® N, negativ werden kann. Durch Umformung erhalten wir schlieBlich

k 1 p. [p? 1(p /pz
N. (0)——2&N, (0)=—| -2 4 [F _ P2 _qlB,
(0) Kea +(0) kBA[ 2+ 4 qJAl kBA(2+ 4 415

K., +k 1 p p 1 p p°
N.(0)+—2a %8 N (0)=———| L +,/——q A-—|-L— = —q|B.
c(0)+ ~(0) kBA[ 2 \a J kBA[ 2 \a !

I(BA
Mit den Ableitungen verfahren wir ahnlich:

NA(t):—— (Ale\/i+Be\/7t} F (Aler Be\/il
Ng (t)= —gé(km —gje_gt Alngt + Ble_m J+é(kw —g) /pT—qe_gt

t
x| Ae O ~Be O —Bi,/lo—z—qe%t Ae O Be O
2 kg, V 4

N
Fs{,ﬂef BEF} e
(o o

Addieren wir wieder alle drei Gleichungen, so folgt

N, (t)+Ng (t)+Nc (t)=0.

)

Die Anfangsbedingungen der Ableitungen sind damit gegeben durch

2

NL(0)=-2(A+B)+\[2-~a(A-B),
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NB(O)__ki(kAsg_p?‘*‘qj(Ai"' Bl)"'ki(kAB - p) pT_q (Ai_ Bl)’
Nc (O)Zki[(kBA+kAB)g_p?+qj(pﬁ.+ Bl)_ki(kBA +kAB - p) pT_q (A1_ Bl)'

Mit den Gleichungen fur N¢ (0) und N, (0) sowie der Relation N, (0)+N,(0)=-Ng(0) folgt
das inhomogene Gleichungssystem

2 [ 2
_§+ pT_qJA&+[_§_ %_qJBl:kBANB(O)_kABNA(O)’
[ 2 2
_£+ p__q M_{_i A1_|_ _B_ p__q M+i B1
2 4 Kga Kga 2 \/ 4 Kga Kga

- A _p_ [P
2 Vg 1 2 Va1
D= 2 2
PP g | Keetkes @ P [T | Kec FKes | @
2 \ 4 Kon  ken | 2 V4 Ko  Kon

2 2 2
oo P [P R [P etk A P [PF
2 V4 2 \ 4 Ken  Kkeal 2 V4
B ISP (O - LS - |
2 Va4 2 \4 Ken  Keal 2 V4

Daraus folgt
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2
D:2—q1}p——q > 0.
Kga V 4

Die Determinanten des inhomogenen Systems sind wiederum gegeben durch

kBANB(O)_kABNA(O) _B_ p__q
D =

Mit den Abklirzungen

AkCBNB (0)_ kAB (ch + kCB ) NA (0)+ kBAkCBNC (0)'
ANB (O)_ kABNA(O)

laRkt sich die Ubersichtlichkeit der Lésungen erhéhen:

7/kB
o =kg

20. " — L
q4 4

Fuhren wir zur weiteren Vereinfachung noch die Abkirzungen
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o=t g O
P’ 5 [P’
20. /2 — r
q 4 q 4 q
ein, so folgt

Fur Summe und Differenz der Eigenvektoren gilt ferner

2
A1+Bl=—2a,/p7—q bzw. A -B,=-ap+25.

Setzen wir die so erhaltenen Ausdriicke in die Gleichungen ein, ergeben sich die Lésungen

_,

2
N, (t)= N, (0)+2a pT—q+e2

X
D
ol

Kea V 4
[ p? L [02 e
{[—a%—a %—q+ﬁ]e\/:t+(—a§+a pT—quﬂ]e \/:t}

2 _P
Nc(t): %[NA(O)*—ZO‘ %_q}_ki[kBA—i—kAB_gje )
BA

(R R Al
S R

Nach Vorzeichen separiert folgt

P’ _ 2 L 2 p
qt—(—a%ﬂx pT—q +ﬂ]e \/:t}+i p——qe 2!

Copyright © 2021, Manfred Hiebl. Alle Rechte vorbehalten. Seite 7



Mathematikaufgabe 159

N, (t) = N,A(o)+2o¢\/$+e§t “—agwj[emt _e\/ﬁt}
“\/g(emt +emtﬂ,

P L 2 P L
{(—a%ﬁfj(e st gV th—a IDT—Ol(e DR qtﬂ

2 P L By
NER l(gﬂj{r : ]

- pTZCI(e o —e thﬂ,

K., +k 2 1 B
NJt):—%[NA(o)ua %—q}—k—(kBAJrkAB—gje 2
BA BA

o L 2 L _ e
x[(—a%+ﬁj(e e Jﬁt}—@f%—q(e‘mtw 4 qtﬂ

Durch Substitution der gemischten Terme

p? 1y p 1( y pj 1
aP-—q=2L baw. —aPip=2s-LRl - __
4 24 2 2\" 92) pja—q

lassen sich die GrolRen o und B wieder eliminieren. Das fiihrt schliel3lich zu der endgultigen
Gestalt der Lésungen

_kP 2 2
NA(t):NA(O)+%+e 2! (5_%§j p;l' SithpT—qt—%cosh /%_qt ’
\/j_q
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Im Falle, daR die Diskriminante

2
D=q _p_z _ 4K psKep + 4K gKec +4KcgKg, _(kAB +Kga +Kge + kCB)
4 4

(kAB + kBA)2 + 2kBA(kBC _kCB)+(kBC _kAB + kCB - kAB)(kBC +kcra)
4

negativ ist, was flr k,; <k.z <Ky stets der Fall ist, ergeben sich hyperbolische Losungen. Die
Rate k,; derer, denen es gelingt, aus der Armut in den Mittelstand aufzusteigen, ist sicher
Kleiner als die Rate k.; derer, die vom Reichtum in den Mittelstand zurtickfallen. Ebenso ist
die Rate k., derer, die vom Reichtum in den Mittelstand zurickfallen, kleiner als die Rate K.

derer, die vom Mittelstand in den Reichtum aufsteigen.

Abb. 2 zeigt die zeitliche Entwicklung der Armen und Reichen sowie des Mittelstands unter
der Annahme, dal} es zu Beginn der Entwicklung ausschlielRlich einen Mittelstand gab. Man
erkennt, dal? es unter solchen Verhaltnissen sehr schnell zu einem erheblichen Anstieg der Ar-
men kommt (etwa 70 %), wahrend sich die Zahl der Reichen gerade noch in Grenzen halt (un-
geféahr 20 %). Daran andert sich auch kaum etwas, wenn es zu Beginn der Entwicklung jeweils

10 % Arme und Reiche gab (siehe Abb. 3).
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kpa = 0.30, k45 = 0.05, kcp = 0.07, ko = 0.09

1 T

Abbildung 2. Zeitliche Entwicklung der Armen und Reichen und des Mittelstands unter der Annahme, daf es zu Beginn der
Entwicklung ausschlielich einen Mittelstand gab

kpa = 0.30, kap = 0.05, ke = 0.07, kpe = 0.09
1 T T T T T T T T

09 7

Ny(t), Np(t), No(t)

Abbildung 3. Zeitliche Entwicklung der Armen und Reichen und des Mittelstands unter der Annahme, dal} es zu Beginn der
Entwicklung jeweils 10 % Arme und Reiche gab

Erst wenn die Raten k,; und kg signifikant (hier um jeweils 10 %) erhéht werden, nimmt die
Zahl der Armen um 20 % auf etwa 50 % ab (Abb. 4). Bei den Reichen hat sich beziiglich der
Differenz kz. —k.z =0,02 nichts gedndert. Die Schere zwischen Arm und Reich ist deutlich
kleiner geworden. Das Ergebnis ist als solches aber immer noch unbefriedigend, da der Mittel-
stand immer noch zu schlecht wegkommt. Das éndert sich erst, wenn man die Rate kg, derer,

die vom Mittelstand ins Lager der Armen abrutschen, deutlich absenkt. Das ist schlieBlich in
Abb. 5 zu sehen. Die Rate kz, wurde von 0,30 auf 0,05 erniedrigt. Jetzt liegt die Zahl der
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Armen nur knapp tber 10 %, was tolerabel ist. Dem Mittelstand geht es mit einem Anteil von
40 % wieder gut, und Reiche gibt es sogar noch etwas mehr.

kpa = 0.30, kap = 0.15, ke = 0.17, kpe = 0.19
1 T T T T T T T T

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Abbildung 4. Zeitliche Entwicklung der Armen und Reichen und des Mittelstands unter der Annahme, daf® Arme und Mittelstand
besonders geférdert werden

kpa = 0.05,kap = 0.15, ke = 0.17, ke = 0.19
1 T T T T T T T T

09 r h

0.8 NC 7

0.6 :

05 — i

Na(t), Np(t), Ne(t)

03[ a

0.2r .

0.1f 7

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Abbildung 5. Zeitliche Entwicklung der Armen und Reichen und des Mittelstands unter der Annahme, daR der Mittelstand noch
starker gefordert wird

Eingriffe der Politik erfordern also eine Anhebung der Rate k,;, um die Armen wieder in Brot
und Arbeit zu bringen, ggf. durch Zumutung einer Arbeit. Durch Anhebung der Rate k. mul}
der Mittelstand geférdert werden, denn er ist die tragende Sdule der Gesellschaft. Hingegen

kann durch Anhebung der Rate kCB die Forderung der Reichen ausbleiben, ggf. sind Abschrei-
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bungsmdoglichkeiten zu streichen. Alle diese MaRnahmen bewirken weniger Arme, mehr Rei-
che und einen deutlich angehobenen Mittelstand. Mithin nimmt der Gini- oder Ungleichheits-
koeffizient! dadurch ab und es entsteht eine gerechtere Welt.2

1 Aufgabe [157]
2 Unter der Annahme, daR Gleichheit ungerecht ist
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Anhang

% Wirtschaftsmathematik

Imnmni e

|
=2
vs}

'BO-NAO + NO;

k AB + k BA + k BC + k CB;

k_AB*k_CB + k_AB*k_BC + k_CB*k_BA;

q - pN2/4

sqrt(ph2/4 - q);

gamma = k_BA*k_CB*N_B_0 - k_AB*(k_BC + k_CB)*N_A 0 + k_BA*k_CB*N_C_O;
delta = k BA*N_B_ 0 - k_AB*N_A _O;

= 0QT
o

% Graphikvariablen
a = 0;

b = 20;

n = 101;

% Funktionsberechnung
for i = 1:n

t(i) = a + (i-1)*(b - a)/(n-1);

sh(i) = sinh(w*t(i))/w;

ch(i) = cosh(w*t(i));

N_A(iI) = N_A 0 + gamma/q + exp(-p/2*t(i))*((delta - p/2*gamma/q)*sh(i)-
gamma/qg*ch(i));

N.B(i) = k AB/k BA*(N.A O + gamma/q) + (k. AB - p/2)/k BA*exp(-
p/2*t(i))*((delta - p/2*gamma/q)*sh(i)- gamma/q*ch(i)) + 1/k BA*exp(-
p/2*t(i))*((delta - p/2*gammaZq)*ch(i)- gamma/qgq*w”2*sh(i));

N_C(i) = N_O -(k BA + k_AB)/k BA*(N_A_O0 + gamma/q) - (k BA + k_AB -
p/2)/k_BA*exp(-p/2*t(i))*((delta - p/2*gamma/q)*sh(i)- gamma/qg*ch(i)) -
1/k_BA*exp(-p/2*t(i))*((delta - p/2*gamma/q)*ch(i)- gamma/g*w 2*sh(i));

NO(i) = N_A(i) + N B(i) + N_C(i);
end

% Graphische Darstellung

figure(1)

plot(t,N_A)

hold on

plot(t,N_B)

hold on

plot(t,N_C)

legend("N_A","N_B","N_C");

grid on

yhim([0 1])

xlabel ("$t$", "interpreter”, " latex™)

ylabel ("$N_A(t), N B(t), N C(t)$", "interpreter”, "latex")
title("$k_{BA}=0.30, k {AB} = 0.05, k {CB} = 0.07, k_{BC} = 0.09%","inter-
preter”,"latex")
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