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Aufgabe: Berechnen Sie den Gini-Koeffizienten und skizzieren Sie den Losungsweg anhand
eines aussagekréftigen Beispiels.

Losung: Fir eine aufsteigend sortierte, diskret verteilte GroBe x =(x,,...,X,) berechnet sich

die inverse Lorenzkurve F, als Summenquotient
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wobei der Mittelwert gegeben ist durch

X

:—Zx mit f,=-L.
nx
Entsprechend verteilt sich die zugehorige GroRe y =(y1, ooy yn) auf die Ordinate, womit die

Lorenzkurve L; gegeben durch
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L= le :_Zyj ZIJ'
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mit dem Mittelwert
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Es zeigt sich, daf? fir die Differenz der Koordinaten zweier Punkte auf der Lorenzkurve gilt:
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Mit den Maximalwerten F, =L, =1 ergibt sich die Darstellung in Abb. 1. Dabei ist die Flache

A gegeben durch das Dreieck zwischen der 45°-Linie und der F-Achse und die Flache B durch
die Polygonflache unter der Lorenzkurve. Die Differenz aus beiden Flachen ergibt normiert auf
die Flache A den Gini-Koeffizienten.
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Abbildung 1: Der Gini-Koeffizient fur eine diskrete Variable

Nun ist die Flache eines Trapezes mit zwei aquidistanten Stitzstellen F, =L, und F_, =1L,
gegeben durch

A :%(Li +L.4)(R _Fil):(l-i —IE'] fi.

Damit berechnet sich die Summe A aller Flachenelemente unter der 45°-Linie wie in Abb. 1
angegeben zu

d n | d 1< 1 1
A= = L-——L|f = fL-—=) fl =1-===,
> z(zjzzz -]

Die Polygonflachen unter der Lorenzkurve ergeben sich mit Ly <F, und L, ; < F_, analog aus

B =(L+L,) i _ZFH = [Li —'Ej fi.

Mithin ist

B= l B :i(Li—'Ei] f.

i i=1

AbschlieRend ein Beispiel aus einer Unternehmensstruktur.t

1 Die Zahlenwerte sind der Wikipedia-Seite https://de.wikipedia.org/wiki/Gini-Koeffizient entnommen.
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50 Prozent der Belegschaft sind sogenannte Minderleister, weitere 40 Prozent erflllen die Er-
wartungen, 9 Prozent Ubertreffen sie und nur 1 % sind Spitzenleister. Gemal folgender Tabelle
ergeben sich daraus die normierten GroRen 1./ f; :

f =050, 1,=0,025, I /f =0,05
f,=0,40, 1,=0,475,  1,/f,=1188,
f,=0,09, 1,=0,270,  I,/f,=3,
f,=0,01, 1,=0,230, I/f,=23.

Damit nun eine Lorenzkurve zustande kommt, miissen diese Werte so vorsortiert werden, daR
gilt:

Ii > Iifl

[

Das ist in dem angegebenen Beispiel bereits der Fall, es braucht also nicht mehr vorsortiert zu

werden. Die (F;, L;)-Paare entstehen dann aus den (f n J.)-Paaren nach der Rechenvorschrift

F=>f und L=>1.
j=1 j=1
Im néchsten Schritt werden aus den Differenzen des vorhergehenden Schritts durch Aufsum-

mierung die zusétzlich bendtigten Funktionswerte ermittelt, wobei der Nullpunkt noch mit da-
zukommt, d.h.

F =0, L, =0,

F=1=0,5 L, =1,=0,025,
F,=1f+f,=09, L,=1+1,=0,5,
F=f+f,+f=099 L=L+I,+1,=077,
F=f+f,+f+f,=1 L =L+L+L+],=1

Die einzelnen Flachenelemente haben damit folgende Werte

B, =(L1—|51) f,=0,00625 B, :(Lz _IEZJ f, =0,105,

B,=| L,— l f,=0,05715, B, = L f, =0,00885.
3 2 2

Die Gesamtflache ergibt sich wieder durch Summation,
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B=B,+B,+B,+B,=0,17725.
Mit A=1/2 erhalten wir schlieSlich den Gini-Koeffizienten

GUK :A;AB:l—ZB =0,6455.

Anmerkung

Nur im Falle F, =i/n, d.h. mit dquidistanten Stiitzstellen, fuhrt auch der Ausdruck aus [1],

A—B:Zn:(Li_Li_l)':i+2Fi_l ; ;.nlli(_ _j__zl ~ Z'(ZI n— 1j

i=1 =

zu einem eher theoretisch verwertbaren Ergebnis:

nx2|

,1nx

nx2| n+l1g X g
n

Im Falle maximaler Ungleichheit, d.h. fir x, =X, =...=x,, =0 und x, =1 ist
| =2, 1
n n
Wenn alle Werte gleich sind, d.h. fir x, =x, =...= X, #0, folgt

n

| _gxliz_lll_n+1_gn(n+l)_n+1_0
® nnx n n 2n no

Der Standard-Ginikoeffizient ist damit definiert durch

I n <, 2i-n-1 1 : :
GUK=—t_-= l = (2i—n-1).
11 n—lizzl“' n n(n—l)YiZ;‘X'( i=n-1)

Dieser ist auch im Falle maximaler Ungleichheit gleich 1,

1 1
GUK=—~x (2n-n-1)=——x =1.
n(n—l)YX”( n-n-1) nxx
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Anhang

% Programm Gini-Koeffizient

fl = 0.50; 11 = 0.025;

f2 = 0.40; 12 = 0.475;

f3 = 0.09; I3 = 0.270;

f4 = 0.01; 14 = 0.230;

11 = 11/f1;

X = ["If1l = " ,num2str(1fl)];
disp(X)

12 = 12/12;

X = ["1f2 = ", num2str(1¥2)];
disp(X)

13 = 13/13;

X = [TIFf3 = ", num2str(1¥3)];
disp(X)

14 = 14/F4;

X = ["1f4 = " ,num2str(1f4)];
disp(X)

disp(" ");

FO = 0O;

X = ["FO = ",num2str(FO)];
disp(X)

F1 = f1;

X = ["F1 = ",num2str(F1)];
disp(X)

F2 = f1 + f2;

X = ["F2 = ",num2str(F2)];
disp(X)

F3 = f1 + f2 + F3;

X = ["F3 = ",num2str(F3)];
disp(X)

F4 = f1 + f2 + 3 + T4;

X = ["F4 = " ,num2str(F4)];

disp(X)

disp(" ");

LO = 0;

X = [LO = ",num2str(L0)];
disp(X)

L1 = 11;

X = ["L1 = ",num2str(L1)];
disp(X)

L2 = 11 + 12;

X = [L2 = " ,num2str(L2)];
disp(X)

3 =11+ 12 + 13;

= [L3 = ",num2str(L3)];
disp(X)

L4 = 11 + 12 + I3 + 14;

X = ["L4 = ",num2str(L4)];
disp(X)

L
X
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disp(" );

Bl = (L1 - 0.5*11)*f1;

X = ["B1 = ",num2str(B1)];
disp(X)

B2 = (L2 - 0.5*12)*f2;

X = ["B2 = ",num2str(B2)];
disp(X)

B3 = (L3 - 0.5*13)*f3;

X = ["B3 = ",num2str(B3)];
disp(X)

B4 = (L4 - 0.5*14)*f4;

X = ["B4 = ",num2str(B4)];

disp(X)

disp(" ");

B =Bl + B2 + B3 + B4;

X =["B = ",num2str(B)];
disp(X)

GUK = 1 - 2*B;

X = [FGUK = " ,num2str(GUK)];
disp(X)

>> gini

If1 = 0.05

12 = 1.1875

13 = 3

14 = 23

FO =0

F1 = 0.5

F2 = 0.9

F3 = 0.99

F4 =1

LO =0

L1 = 0.025

L2 = 0.5

L3 = 0.77

L4 =1

B1 = 0.00625

B2 = 0.105

B3 = 0.05715

B4 = 0.00885

B = 0.17725

GUK = 0.6455
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