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Aufgabe: Zeigen Sie, dal3 sich anhand einer zeitlich bewegten Gaul3-Verteilung die Richtung
der Wanderungsbewegung einer Population ermitteln laRt.

Losung: Eine GauBsche Populationsverteilung ist stationdr, wenn sich Erwartungswert und
Standardabweichung nicht andern. Andert sich die Populationsdichte hingegen zeitlich, etwa
durch Wachstum, setzt nach der Kontinuitatsgleichung Strom ein. Nur bei einer statistisch
isotropen Bewegung verlduft der Strom radial nach auBen. In realen Rauber-Beute-Systemen
ist die Abwanderung jedoch meist gerichtet, d.h. eindimensional, und folgt der Bewegung des
jagdbaren Wildes, etwa entlang von FluBlaufen und unter Umgehung geographischer Hinder-
nisse. Auch Jager und Sammler folgten diesen Gesetzen.

Die unkorrelierte zweidimensionale Wahrscheinlichkeitsverteilung um den Punkt (x,, y,) mit

Varianz o in radialer Richtung I4Bt sich in kartesischen Koordinaten darstellen durch

1 _(X—Xo) +(2Y—YO)

e 20

2(xy)=

270”

Das gleiche Verhalten zeigt die rdumliche Ausbreitung einer Mutation mit der Zeit t. Erwar-
tungswert und Breite der Verteilung &ndern sich zeitlich durch die Abwanderungsbewegung:

X, =Vt y,=Vt, o’ :(vf +v§)t2,

X

wobei v, und v, die Geschwindigkeiten in x- und y-Richtung sind. In die obige Gleichung
eingesetzt, lautet die zeitabhdngige Wahrscheinlichkeitsverteilung wie folgt:

7(x—vxt)2 +(y—vyt)2

1 e 2(v2 +v2 )tz

v T
X y

Fihren wir nun eine Bewegungsrichtung ¢ mit dem Geschwindigkeitsbetrag v ein und erset-
zen die Komponenten durch die Ausdricke

H 2 2
V, =VCOS @, Vy=VSIn(p, V=,/VX+Vy,

erhalten wir den folgenden einfachen Ausdruck fiir die Wahrscheinlichkeitsdichte:

(x—vt cosw)2 +(y-vtsin (p)z
1 2v2t2
e

z(xy,t)=

27v4t?
Das Integral tber diese Dichte ist auf eins normiert,

r2

T T z(x,y,t)dxdy :%Tre_mzdrsz =
0 0
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Die GroRe z beschreibt also die orts- und zeitabh&ngige Entwicklung einer Mutation in Rich-
tung ¢ mit der Geschwindigkeit v. Zundchst suchen wir nach den rdumlichen Extremwerten

dieser Funktion und leiten z fur eine feste Zeit t nach x und y ab. Das Ergebnis lautet:

(x—vt cos¢)2 +(y-vtsin (p)2
2v2t?

0z _ X—Vicosgp
OX 27zvit?

(x—vt cosw)2 +(y—vtsin (p)z
2v2t?

0z y—vtsing
~ T T oooaa €
oy 27Vt

Setzen wir diese Ausdriicke gleich null und das Ergebnis in die zweiten Ableitungen ein,

2 (x—vtcos¢)2+(y—vtsin (p)2
0’z X —Vt cos 1 s
a2 1_( 2.2 (P) 24 € 2t )
OX vt 27Vt
2 B . 2] (x—vtcosp)’ +(y—vtsin )’
7 —vtsin 1 2.2
8_2:_ 1_(y o (0) 44e 2v4t ,
oy vt 27Vt

(x—vtcos (p)z +(y-vtsin (p)z
e 2v2t?

0’z 9’z (x-vtcosg)(y—vtsing)
oyox  oxoy 27v%t8

so erhalten wir an der Stelle
X=vtcosp, Yy=vtsing
ein lokales Maximum, weil

0%z 1 0%z 1
2 7 <0, 2 7 <0.
OX 27Vt oy 27Vt

Anhand der folgenden 5 Abbildungen 1&Rt sich die zeitliche und rdumliche Entwicklung der
Mutation gut beschreiben.

Abbildung 1. Bewegte Gaul3verteilung und Konturplot nach der Zeitt ~ 0
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Abbildung 2. Bewegte Gaul3verteilung und Konturplot nach der Zeitt =10,9

Abbildung 3. Bewegte Gaul3verteilung und Konturplot nach der Zeitt =1,5
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Abbildung 4. Bewegte Gaul3verteilung und Konturplot nach der Zeitt=2,5
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Abbildung 5. Bewegte GauRverteilung und Konturplot nach der Zeitt =4

Die Wahrscheinlichkeitsdichte der Mutation ist zu Beginn
der Bewegung eine sogenannte & -Funktion im Ursprung
mit einer verschwindend kleinen Streuung. Ihr Absolut-
betrag liegt strenggenommen im Unendlichen. Im Laufe
der Zeit nehmen die Amplitudenwerte in dem Malie ab,
wie die Schwankungsbreiten zunehmen. Je grof3flachiger
also eine Mutation verteilt ist, desto mehr Zeit ist seit ihrer
Entstehung vergangen. Sie ist also nicht dort entstanden,
wo man sie am Ende in wesentlich héherer Frequenz fin-
det, weil ihre Verteilung breiter geworden ist und wesent-
lich schwachere Gradienten festzustellen sind, sondern
dort, wo sie fast ausgestorben ist und nur noch geringe
Frequenzen in der Allelhdufigkeit zu finden sind. Je
gleichverteilter die Wahrscheinlichkeitsdichte, desto ge-
ringer ist die Wahrscheinlichkeit, dal? die Mutation auch
dort entstanden ist. Je variantenarmer ferner die Mutation, desto naher liegt sie bei ihrem Ur-
\—ZK o sprung. Wir zeigen nun
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Haplogruppe D, die in
Afrika nicht vorkommt, irgendwo getrennt haben. Das kann nur in Mittelasien oder Nahost
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geschehen sein. Die schwachen Gradienten der Verteilung in Siid- und Westafrika liegen im
heutigen Maximum dieser Haplogruppe und markieren gleichzeitig den Endpunkt ihrer Reise.
Mithin ist Afrika von Europa aus besiedelt worden, und nicht umgekehrt. Ahnlich verhilt es
sich mit der Haplogruppe R1b, die in Westeuropa ihre Endstation hat. Relativ geringes, aber
grol3flachiges Vorkommen besitzt sie indes in Zentralasien, wo vermutlich auch ihr Ursprung
liegt. Da R1b und R1la miteinander verwandt sind, missen sich die beiden irgendwo 6stlich
des Kaspischen Meeres voneinander getrennt haben, also im Steppengebiet des heutigen Ka-
sachstan. R1a hat sich ringférmig um dieses Gebiet herumgelegt und seine beiden Endstatio-
nen nordlich des Schwarzen Meeres und im Hochland von Iran erreicht. Das bedeutet aber,
dal3 die indigene Bevdlkerung in den Entstehungsgebieten derjenigen in den zuletzt erreichten
Zielgebieten kaum mehr dhnelt, zumal eine Wanderung meistens in die menschenleeren
Raume erfolgt, die noch nicht von friheren Bewohnern belegt sind. Wir haben damit nachge-
wiesen, dall Afrika von Europa und Europa von Asien aus besiedelt worden ist. Natirlich
haben wir dabei langst nicht alle VVélker betrachtet und ein kontinuierliches Bevolkerungs-
wachstum vorausgesetzt.
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