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Aufgabe: Leiten Sie die geodatische Linie der Kugeloberflache her und I6sen Sie die Parame-
tergleichungen durch ein rekurrentes neuronales Netzwerk.

Losung: Gegeben sei eine Parametrisierung der Kugeloberflache mit Radius r =R, Polar-
winkel ¢ und Azimutwinkel . Dann kann eine Beziehung zwischen den kartesischen Koor-
dinaten x, y und z zu den Kugelkoordinaten & und ¢ hergestellt werden geman

Xx=Rsindcosep, y=Rsindsing, z=RcosH,

mit den inversen Beziehungen

2 2

X +Yy
. .

@ =arctan 1, € = arctan
X

In Kugelkoordinaten leitet sich die Bogenlange aus dem Radiusvektor und seinen partiellen
Ableitungen ab:

sindcos g 3 9 5 P
r(o, r(o,
r(e,0)=R| sinfsing |, dr= G )d6?+ G )d(/),
00 op
coséd
wobei
cosdcos —sin@sin
or (p,0) P or(p) | v
———==R]| cosfsing || ——==R| sin@dcosgp
00 . op
—-sin @ 0
Damit ist das infinitesimale Bogenelement gegeben durch
2
or , 0
(#.0) 4,2 )d(p
00 op
2
a a ,0)or(o, 0 or(e, 0
00 op op

=R*(d6” +sinadg’ ).

Zum selben Ergebnis kommt man, wenn man die infinitesimalen Wegelemente

dx —sin@sin pd e +cospcosfdé
dy |=R| sin@cosede+singcosfdd
dz —singdé

quadratisch addiert:
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Mathematikaufgabe 145

ds* =dx* +dy® +dz* = R*(d6” +sin® 0d g ),

d.h. die Weglénge ist vom gewahlten Koordinatensystem unabhdngig. Wir definieren nun-
mehr eine Metrik

gll ng — R2 0
92 92 0 R?sin’é#
derart, dai

dszz(de’dq))[R? 0 }(dejz(da,dw)( R*d6 j

0 RZ%sin’@/\de R*sin’ Adg
= R?d@* + R*sin’ ad¢°.

Daraus folgt nach Division mit dem Zeitelement die Geschwindigkeit 1angs des Weges
v=35_ RO +¢?sin?
dt
und nach nochmaliger Integration die Weglange auf der Kugeloberflache
t .
s(t)= RJ' 0% + ¢ sin Adt.
0
Die geodatischen Linien gentigen den Differentialgleichungen

d2o do dé d do )
—+Fil(d—] +(F12+F§1) —¢+F122(—(pj =0,

ds? S ds ds ds
dz(” o (dO i 2 2\d0dp  , (do i
F+FM (Ej +(F12 +F21)EE+F22 E — 0,

die wir durch Substitution des Bogenelements auf die zeitabhdngige Form
0+11.60° + (l“i2 + Flzl)é(j) +T%,0° =0,
$+T20% + (Ffz + F§1)9¢ +T2,0° =0

bringen kdnnen. Dabei sind

.1 gy1£59a1 N 09 agaﬂ}_ g7 {89112 N Gy agaﬁ]
w2 ou, ou, au ou, ou, ou,
die Christoffelsymbole, wobei die Indizes nur die Werte 1 und 2 annehmen kénnen. Zur Be-
rechnung mussen wir noch die inverse Matrix der Metrik bilden,
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1

0" ¢%) (o 0 _ 1 (Resine o) |g@ O

9 9%) \9n 9,) R*sin®6( 0 R%) | o 10
R?sin’ @

sowie deren Ableitungen berechnen:

%9y 09y Bu Lo

o0 06 | (O 0 op Op | (0 0

39, 9, | \0 2R’singcosd)’ |8y, 09, | \O O

00 00 op Op

Damit ergeben sich fur die erste Differentialgleichung die Koeffizienten

911%4_912 2%_% zigll%:()
ou, ou, au, 27 oy

1
2

L :1 g 99y + 9y 09, +g® 99, :1911%: 0
2 ou, ou, ou a, | 27 ou,

1_121:1 911%4‘912 095, +aglz _ 09y :lgﬂ%:o’
2|~ du, ou du, ou,)| 2 ou,

1"122:1 gll 2%_% +912% :_lg“%:—sinﬁcosﬁ,
2| ou, ou, ou 27 oy

und fur die zweite Differentialgleichung lauten sie

ou, ou, ou, 2° ou,

gzl[agﬂ + e _aglszr g Dz |2 g2 B _ gt

ou, ou, oy au, | =§g ou,

1
2
Fgl:% 921%4_922[89224_5912_5921] :1 228922

ou, oau ou, oau, )| Zg ou,

=coté,

re o1 gz{z%_%}gzz%}zigzz%_o

ou, ou, ou, | 27 ou,

Setzen wir diese ein, so erhalten wir folgendes gekoppelte nichtlineare Differentialglei-
chungssystem zweiter Ordnung:

@ —sin @ cosbp* =0,
$+2cotf0p =0,
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Wir konnen hier sogleich zwei Spezialfalle betrachten. Bei Bewegung langs eines Meridians

gilt @ =const und ¢ =0, d.h.

0 = const = 6 =0,

v
Rl
p=const=0, ¢@=0.

Bei Bewegung langs eines Breitenkreises gilt 6 =const und =0, d.h. also

0 = const =0, 6 =0,
G=0.

p=const = ,
4 Rsing,

Als dritte Differentialgleichung kommt noch die Gleichung der Bahnbewegung mit konstanter
Geschwindigkeit v bei festem Radius R hinzu:
2

P2 sin? 6+ 67 :%.

Losen wir diesen Ausdruck nach der Azimutwinkelgeschwindigkeit auf und setzen ihn in die
erste Parametergleichung ein, so erhalten wir eine Differentialgleichung, die nur noch von der

Breite & abhangt:*
. 2
tan ¢9d—0+ 0* —V—2 =0.
dt R

Nach Trennung der Variablen folgt mit Hilfe der Relation

deot 1
de sin?é@
der Ausdruck
df  sinfcosfdt  cotd dcotd
ﬁ_éz sin? 0 1+cot?9 6
R2

der nach nochmaliger Variablentrennung in den integrierbaren Ausdruck

0do _cotod cotd

v? s ~ 1+cot’d
R?
uberfuhrt werden kann. Die unbestimmten Integrale auf beiden Seiten entnimmt man am be-

sten einer mathematischen Formelsammlung:

! Unsere Breite zshlt hier nicht vom Aquator aus gerechnet, sondern vom Pol.
Seite 4
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Xdx

xadx
-[ 1+ x?

a’?-—x°

:_%In(az—x2)+cl, =%In(1+x2)+cz.

Nunmehr kénnen wir beide Seiten elementar integrieren:

womit die bestimmten Integrale folgende Losungen haben:

1 V2 2 a 1 5\ Jeoto(t)
-3 In(?—xj :—E[In(1+x )lowo ,

%o

d.h.
AP YRS Vi, 2 2
In ?—H(t) —In| =76, = In(1+cot® 6(t))~In(1+cot’ 6, )
bzw.
v Y
InRz_H(t) . sin?g,
ﬁ_gz sin (1)
R2 0

Nach @ aufgeldst lautet die Losung der ersten Differentialgleichung

o(t)=+~ -~ ——%_ =R i 20, = s |V _$Sin G,
- vZsin?4(t) R sin®o(t)

Multiplizieren wir nun die zweite Differentialgleichung mit ¢, erhalten wir
PP +2cot0p*0 =0
und nach entsprechender Umformung

.2
LA _ 5 cotagee

Erneut kdnnen wir die Variablen trennen:

. 2

49" _ 4cotodo,

. 2

4

und den Ausdruck bestimmt integrieren:
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(t)? o(t)
% =4 J. cot xdx.
X 5

-2
%o

GemaR Formelsammlung haben die Integrale auf beiden Seiten die Stammfunktionen

_[%= Inx+C, Icotxdx: Insin x.
X

Die Integrationen ausgefuhrt, ergibt in den jeweiligen Intervallen
=—4[Insin x]z(t)

0

[In x]?gt)

Po

und nach den Integrationsgrenzen aufgeldst erhalten wir folgenden Ausdruck:
Ing(t)° ~Ing =-4[Insino(t)-Insing, |.
Formen wir den Logarithmus entsprechend um,

o) _ In sin® g,

?, sin? O (t)

In

gelangen wir zur zweiten Losung des gekoppelten nichtlinearen Differentialgleichungssy-
stems:

sin’ @
p(t) = g —m Co_
#(1)=9, sin? 0/(t)

Setzen wir ¢, = w,, so lauten die Losungen der geodéatischen Linie in Kugelkoordinaten:

sin’ @ : v? sin* @
(t)=w, ————, O(t)=% |—-— 2—0,
#(t)=o, sin® O (t) () \/R2 “ sin® O (t)

jeweils in den Grenzen 0<t<T. Dabei hangt das Vorzeichen davon ab, ob der Polarwinkel
mit der Zeit zu- oder abnimmt. Bei ¢ =g, £ /2 findet nach 90° Kreisbewegung auf jeden

Fall ein Vorzeichenwechsel statt. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit wahlen wir ¢, =0.

AbschlieRend suchen wir noch nach der Extremwerten der Funktion 6. Diese liegen dort, wo

d(t)=+ w; sin® G, cotd(t)

_\/V2 5 Sin490 Sinzﬁ(t)_

R. P sin? o(t)
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ist, also bei t=T/4. Beim Ubergang vom 1. zum 2. sowie vom 3. zum 4. Quadranten folgt
aufgrund der Tatsache, daB es keine Unstetigkeiten geben darf, und aufgrund des Vorzei-
chenwechsels von @ eine Bestimmungsgleichung fir

V2 ? V2 o} V2 o}
VR sine, (R s, OR snig,
sin® &, sin® &, sin® &,

woraus folgt:

v . v o
@, =Esm /4 =Esm Osr /4

Damit lassen sich die Parametergleichungen weiter vereinfachen und wir kénnen schreiben:

, v siné,
t)=———~— fir 0<t<T
#(1) R sin® 4(t)
bzw.
_1 _M flr 0<t<l
R sin?(t) I
sin® @
A 1-——T% fir LIP
) R sin H(t) 4 2
o(t)=
§02
VoS T ST
R\ sin*0(t) 2 4
R sin?O(t) 4 =

Ersetzen wir den Differential- durch den Differenzenquotienten, ergeben sich die beiden Re-
kursionsformeln

sin® 4, sin* 4
g Y MM TP % gy o<l
R sin“ 6, 4
sin® 4, sin* 6
o g+ ¥ - Bo gy Topel
v sind; ,sin” 6, R sin” 6, 4 2
P=0+——L AL, 6, = '
i+l i -2 ' i+l
R sin"g sin” @, sin 6,
O+~ - U TOAL i Tt
R sin” 6, 2 4
sin® @y, , sin* 6
g Y o M T G0 gy ST oyop
R sin” 6, 4
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Da wir es mit einer Kreisbewegung mit konstanter Bahngeschwindigkeit zu tun haben, lassen
sich mittels der Beziehungen

v_2w o 1T

R T n4
wobei n die Zahl der Schichten des neuronalen Netzwerks angibt, durch Eliminierung der
Periodendauer T noch weitere Vereinfachungen treffen:

sin® @, ,sin* g
6 -2 1-— T4 'L fur 0<p <z,
2 sin“ 6, n 2
sin® @, ,,sin*
o g+ L p- MM B L T <,
ﬂsmeT/Asmzeo 1 sin® 6, n 2
Pu=0t+ o, bGa=
2 sin"gn sin®é,,,sin*
o +2 |1- = oL fir r<g<E
2 sin“ 6, n 2
sin®é@,; ,sin* g
6 -2 1-— = 0 g g <on
2 sin® 6, n 2

Verwenden wir ohne Beschrankung der Allgemeinheit die folgenden Anfangs- und Endwerte:

Vs 3z

T
‘90 251 9T/4 :Zv ‘93T/4 :Tv

so ergeben sich zum Schluf? die einfachen Gleichungen:

ei—% 1—2_129l fiir OS(/)iS%,
sin? @, n
r N2 1 T 1 1 .. 3
—p+ L o0, =10+ == fur Zegp<T
Pr = 4 sin’@ n ' 2\ 2sin’@ n 2 =05
0-= j1- _12 s ep<on
2 2sin“ 6 n 2

Wie man sieht, hangt &, nicht vom Azimutwinkel ¢. ab. In der folgenden Graphik stellt sich

i+1
nun unsere Netzwerkarchitektur wie folgt dar. Die beiden Neuronen der iten Schicht 6, und

@, liefern tber ihre ersten partiellen Ableitungen die Gewichtsbeitrage zur (i+1)ten Schicht.
In Abb. 2 ist die Treppenfunktion des 1. Neurons dargestellt:

0(t)=6,0,(t)+60,(t)+...+6,0,(t),
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mit den Gewichten @, fiir i=0,...,n.

Di C ) 0.1

2 D) 4

Abbildung 1. Netzwerkarchitektur des rekurrenten neuronalen Netzwerks

Als Aktivierungsfunktion verwenden wir eine Stufen- bzw. Heavisidefunktion:

@i(t)_{l fir  telt,t,),

|0 sonst.

o(t)

i+l [

G t + At t
Abbildung 2. Treppenfunktion des 1. Neurons

Entsprechend lautet die Treppenfunktion des 2. Neurons®
P(t) =00, (1) + 20, (t)+...+ 9,0, (1).
Wir treffen nun je nach Quadrant der Bewegung 4 Fallunterscheidungen.

Im 1. Quadranten mit ¢, €[0, z/2] bzw. im Intervall [0,T/4] definieren wir als Anfangsbe-
dingungen

’ Die Gewichte des rekurrenten Netzwerks sind hier die partiellen Ableitungen der Flichenparameter.
* An dieser Stelle ersparen wir uns die identische Darstellung.
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T . _\/Eﬂ'

:01 9 =—,
Dy 0 ?y T

g, - N2z

T
wobei die Bewegung ohne Beschréankung der Allgemeinheit im Schnittpunkt des Nullmeridi-
ans mit dem Aquator beginnt und nach Durchlaufen eines Azimuts von 90° den dortigen Me-
ridian genau bei einer Breite von 45° schneidet. Damit ergeben sich folgende Rekursionsglei-
chungen:

T N2 1 p 1 1
D1 = G 0i+1:9i__ 1- H

+—— 2 T . o
4sin“ 6 n 2 2sin“ o,

Im 2. Quadranten mit ¢, €[z/2, 7] bzw. im Intervall [T/4,T/2] gilt fir die Anfangsbedin-
gungen aus Stetigkeitsgriinden

Vs T . 2\/§7z .
%/425' 0T/4:Z’ (pT/4:T’ 9T/4:0'

Damit ergeben sich die Rekursionsgleichungen

7 N2 1 V4 1
=Pt = Gu=0+ [l
Pir =0 4sin%6 n ' 2\ 2sin’@

1
n )

die sich bis auf das Vorzeichen nicht von denen des 1. Quadranten unterscheiden.

Geographische Lange
T T

I I I I I I
0 50 100 150 200 250 300 350 400

i
Abbildung 3. Die geographische Lange verlauft nicht ganz linear zwischen 0° und 360°

Im 3. Quadranten mit ¢, €[x,37/2 ] bzw. im Intervall [T/2, 3T /4] gilt aus Symmetriegriin-
den wie im 1. Quadranten
T \/572' . \/Eﬂ'

Prip =70 9T/2=E’ q"T/z:?! QT/ZZ?’
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d.h. es gibt keinen Vorzeichenwechsel und das Vorzeichen bleibt positiv. Die Winkelge-
schwindigkeiten sind also nach einer halben Periode wieder genauso grofl3 wie zu Beginn der
Bewegung. Es gelten daher die Rekursionsgleichungen

A L P Ry M
4sin“ 6, n 2 2sin“ o,

1
G =G H’

die denen des 2. Quadranten entsprechen.

2.4

Geographische Breite
T T

I I I I I I I
0 50 100 150 200 250 300 350 400

Abbildung 4. Die geographische Breite variiert in unserem Fall zwischen 45° und 135°

Projektion der Geodatischen in die x-y-Ebene

08 L

06 |

04 L

02 |

yi/R

-02 L

-04 L

-06 L

-08 L

I I
-1 -0.5 0 0.5 1

Abbildung 5. Die Projektion eines GroRRkreises auf die x-y-Ebene liefert eine Ellipse

Im 4. Quadranten mit ¢, €[37/2, 27| bzw. im Intervall [3T/4,T] gilt aus Symmetriegriin-
den wie im 2. Quadranten

3 3 . 2\/§7r
Ds1/4 :77 03T/4 :Tf Ds1/4 :Tf 03T/4 =0,
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und es gilt das negative VVorzeichen. Wir haben hier die Rekursionsgleichungen

T 1 1 V2 1 1
=P 0.,=0-= [1- =,
¢I+l ¢| 2 /_28in2¢9i n i+1 i n

2 2sin’ @

die denen des 1. Quadranten entsprechen. In Abb. 3 ist die geographische Lange und in Abb.
4 die geographische Breite dargestellt. In Abb. 5 erkennen wir, dal3 die in die x-y-Ebene proji-
zierten geodatischen Linien Ellipsen darstellen.

Die Raumkurve der geodéatischen Linien ist abschlieBend in Abb. 6 zu erkennen. Es handelt
sich um eine Orthodrome, einen GroBkreis.

Geodatische Linie der Kugeloberflache

0 0

-0.5
vi/R zi/R

Abbildung 6. Grof3kreis auf der Kugeloberflache durch ein rekurrentes neuronales Netzwerk berechnet

Mit Hilfe einer Signum-Funktion kénnte man theoretisch ganz auf Fallunterscheidungen ver-
zichten und eine geschlossene Ldsung angeben.

Die Losung der Aufgabenstellung in kartesischen Koordinaten ist zwar deutlich aufwendiger,
aber auch das ware mdglich. Ben6tigt werden dazu jedoch 4 Neuronen.
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Anhang

% Programm Geodatische Linie der Kugeloberflache

% Rekurrentes neuronales Netzwerk aus 400 rekursiven Schichten
% Rekurrentes Neuron 1 (phi) Funktion von Neuron 1 und 2

% Rekurrentes Neuron 2 (theta) nur Funktion von Neuron 2
clear all

n = 100;

% Startwerte 1. Schicht
phi(l) = O;
theta(l) = pi/2;

x(1) = sin(theta(l))*cos(phi(1));
y(1) = sin(theta(1l))*sin(phi(l1));
z(1) = cos(theta(l));

for i = 1:n-1
phi(i+1l) = phi(i) + 1/n*pi/4*sqrt(2)/sin(theta(i))”"2;
theta(i+l) = theta(i) - 1/n*pi/2*sqrt(abs(l - 1/2/sin(theta(i))"2));

x(i+1) = sin(theta(i+l1))*cos(phi(i+l));
y(i+1) = sin(theta(i+1))*sin(phi(i+l));
z(i+l) = cos(theta(i+l));

end

for i = n:2*n-1
phi(i+1l) = phi(i) + 1/n*pi/4*sqrt(2)/sin(theta(i))”"2;
theta(i+l) = theta(i) + 1/n*pi/2*sqrt(abs(1l - 1/2/sin(theta(i))"2));

x(i+1) = sin(theta(i+l1))*cos(phi(i+l));
y(i+1) = sin(theta(i+1))*sin(phi(i+l));
z(i+l) = cos(theta(i+l));

end

for 1 = 2*n:3*n-1
phi(i+1l) = phi(i) + 1/n*pi/4*sqrt(2)/sin(theta(i))”"2;
theta(i+l) = theta(i) + 1/n*pi/2*sqrt(abs(1l - 1/2/sin(theta(i))"2));

x(i+1) = sin(theta(i+l1))*cos(phi(i+l));
y(i+l) = sin(theta(i+1l))*sin(phi(i+l));
z(i+1l) = cos(theta(i+l));

end

for 1 = 3*n:4*n-1
phi(i+1l) = phi(i) + 1/n*pi/4*sqrt(2)/sin(theta(i))”"2;
theta(i+l) = theta(i) - 1/n*pi/2*sqrt(abs(l - 1/2/sin(theta(i))"2));

x(i+1) = sin(theta(i+l1))*cos(phi(i+l));
y(i+1) = sin(theta(i+1l))*sin(phi(i+l));
z(i+1l) = cos(theta(i+l));

end

figure(1)

plot(phi)

grid on

title("Geographische Lange*®)
xlabel ("$i$", "interpreter”, " latex™)
ylabel ("$\phi_i$ (rad)", "interpreter”, "latex")

figure(2)

plot(theta)

grid on

title("Geographische Breite®)
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xlabel ("$1$", "interpreter”, "latex")
ylabel ("$\theta_i$ (rad)","interpreter”, "latex")

figure(3)

plot(x,y)

grid on

title("Projektion der Geodéatischen in die x-y-Ebene®)
xhim([-1 1D

yhim([-1 11)

axis equal

xlabel ("$x_i/R$", "interpreter”, " latex™)

ylabel ("$y i/R$", "interpreter”, "latex”)

figure(4)

plot3(x,y,z)

grid on

title("Geodatische Linie der Kugeloberflache™)
axis equal

xlabel ("$x_i/R$", "interpreter”, " latex™)

ylabel ("$y i/R$", "interpreter”, "latex”)

zlabel ("$z_i/R$", "interpreter”, "latex")
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