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Aufgabe: Losen Sie das Trefferproblem des schiefen Wurfs durch ein rekurrentes neuronales
Netzwerk.

Loésung: Wenn wir einen Gegenstand werfen, hat unser Gehirn kaum eine Sekunde Zeit, um
die drei entscheidenden GroRen, i.e. Winkel in Azimut und Elevation und Abgangsgeschwin-
digkeit, auf die richtigen Werte zu bringen, damit das Geschol? ins Schwarze trifft. Der Wurf
wirde wohl komplett mil3lingen, h&tten wir nicht in unserem Gedé&chtnis die Erinnerung an
einen erfolgreichen friheren Wurf abgespeichert. Folglich wird das Gehirn bei jedem weite-
ren Versuch immer wieder probieren, den erfolgreichen Wurf zu reproduzieren, indem es die
verfiigbaren Wurfparameter approximiert. Aufgabe des rekurrenten neuronalen Netzes ist es,
in der kurzen zur Verfligung stehenden Zeit samtliche Anfangsparameter mit denen der opti-
malen Flugbahn abzugleichen. Wir benétigen also zur Losung der Aufgabenstellung ein ma-
thematisches Modell, welches den schiefen Wurf beschreibt, einen experimentellen Aufbau,
der die Realitat wiedergibt, und die Angabe der anzustrebenden ldealbedingungen, damit das
neuronale Netzwerk weif}, wo das Trefferoptimum liegen soll.> Den experimentellen Aufbau
haben wir in Abb. 1 dargestelit.
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Abbildung 1. Bahnkurve eines idealen schiefen Wurfs langs der x-Achse

Im Abstand d vom Werfer bzw. Schitzen befinde sich der anzuvisierende Zielpunkt in der
Hohe h. Die Bahnkurve einer solchen Wurfparabel lautet

z(x):b—c(x—a)z,
wobei wir als Randbedingungen die Spezialfalle

2(0)=0 < b=ca’® < z(x)=2acx—cx?

! Manchmal wird gefordert, daB das neuronale Netzwerk das Optimum selbst finden soll. Das ist allerdings erst
nach einer Vielzahl von Probewiirfen moglich, indem das Netz die erfolgreichen Wiirfe im Gedachtnis behalt,
d.h. gewichtet, die nicht erfolgreichen hingegen ausblendet. Die Zeit fiir das Auffinden des Optimums kann in
den meisten praktischen Anwendungen jedoch kaum aufgebracht werden, so daB man dem neuronalen Netz-
werk die optimalen Trainingswerte (durch Gberwachtes Lernen) vorgeben muR.
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und
z(w)=0 < w=2a
haben. Mit der Festlegung

2 -
v°singcose
2vV°Cos’ ¢ g

bzw. 2ac = tan ¢ folgt daraus die parametrisierte Bahngleichung des schiefen Wurfs,

z(x)= xtang—%xz,
2V° CoS” ¢
mit einer Reichweite von

vZsin2e
g

Als Kriterium fiir einen Treffer gilt nach Abb. 1
z(d)=2acd —cd® =h,

In der Aufgabenstellung angemesseneren Zylinderkoordinaten kénnen wir die Bahngleichung
auch wie folgt schreiben:

9

2p)=ptane o e

Die Variable z hangt hierbei nicht vom Azimutwinkel « ab, wohl aber vom Elevationswinkel
& und der Abgangsgeschwindigkeit v. Im Abstand

d
pla)= cos?a

treffe das GescholRR die Zielscheibe dezentral in der Héhe h. Nehmen wir nun an, der Wurf
erfolge unter idealen Bedingungen und wirde das Geschol im Abstand d,, in einer Hohe h,,

unter einem Elevationswinkel ¢, und einem Azimutwinkel o, =0 mit der passenden Ge-

schwindigkeit v, ins Ziel bringen. Dann gilt

9
Xy :dov Yo =0, Z, :do taﬂgo—mdoz - hO'
Unter realen Bedingungen ware der Trefferabstand d >d,, und auch der Abgangswinkel ¢

und die Abgangsgeschwindigkeit v waren bei einem Ungelbten nicht optimal, was sich im
Schnittpunkt des Geschosses mit der Zielscheibe in folgender Bedingung ausdruckt:
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2
Z:dotang_ gd, _h
cosa  2v?cos’ecos’ a

Um also das Ziel in beliebiger Hohe h zu treffen, muf eine Geschwindigkeit

Jod;

V=
\/20032 £(d,cosatane—hcos’ )

aufgebracht werden, womit nicht nur die z-Koordinate sub-optimal ist, sondern auch die y-
Koordinate und der Azimutwinkel des Einschlagspunktes sub-optimale Werte annehmen.

Hingegen gilt fur optimale Zielkoordinaten

2
d, 2(aty, £9,Vy) = dotang, gd,

’ = h
cosa, cosa, 2V cos’ e, Cos’ &,

o =y, p(ao): -

Dabei ist v, definitionsgemal’ diejenige Wurfgeschwindigkeit, welche die Zielscheibe unter

den Winkeln «, und &, in der vorgegebenen Hohe h, trifft:

Jod}

v, = .
\/2 cos’ &, (d, cos, tan &, —hy cos” )

Legen wir nun unser Koordinatensystem aus Griinden der Einfachheit so, dafl die x-Achse
durch die Mitte des Ziels verlauft, dann erhalten wir fiir &, =0 den einfacheren Ausdruck

Jod}

V, = :
’ \/20032 & (dy tang; —hy)

Fordern wir zusatzlich noch, daf der ideale Wurf unter einem Winkel &, = z/4 erfolgen soll,
ergibt sich daraus die elementare Beziehung

gd? 1 h,
Vv, = ~,/0d, | 1+=—|,
° \/do—ho . 0( 2d,

d.h. die Geschwindigkeitseinstellung 148t sich auf eine Relativgeschwindigkeits- und Winkel-
schatzung reduzieren. Liegt schlielich der Abwurfort in Hohe der Zielmitte h, =0, dann ist

V, =+/gd, eine absolute bzw. reine Geschwindigkeitsabschétzung.

’ Genauer gesagt schatzen wir die Wurzel aus einem Geschwindigkeitsquadrat.
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Allgemein gilt fir den Trefferabstand zur Zielscheibenmitte x—x, =0, y-y, =d,tana und

tane 1 1 d?
2-12,=0d, —tang, |~| 57— 2 7 2 a2 : =
cosa V°COS“ £COS @ V,C0S8" ¢, ) 2

Die euklidische Abstandsfunktion zwischen realem und idealem Treffer lautet somit

[r =t = (=% +(y=yo) +(z-2,)"

Aus den beiden Ortsvektoren fir idealen und realen Ort

r, =dye, +he,,
r=de, +d,tance, +ze,

erhalten wir die Differenz der Ortsvektoren und damit den Richtungsvektor
r—r,=psinae, +(z-hy)e,.
Mit den Transformationsgleichungen von kartesischen auf Zylinderkoordinaten

e, :cosaep =Sinae,,
€, :smaep +C0Sa€E,

ergibt sich der Richtungsvektor in Zylinderkoordinaten zu
r—r,=psin’ae, +psinacosae, +(z-h))e,.

Wir definieren nun den Abstand |[r —r,| als Hyperflache in Zylinderkoordinaten:

f(p a, Z)E\/pZSin2a+(Z—ho)2.
Mit Hilfe des Gradienten

of 1 of of
Vf=e —+e, ———+e, —
) p o 0z

sowie den partiellen Ableitungen

o _ psinasing of  p’sinacosa of z-h,
ap \/pZSin2a+(Z—ho)2 Oct \/pzsin2a+(z—ho)2

or \/pzsin2a+(z—h0)2

folgt die Richtungsableitung®

3 Eigentlich hat der Richtungsvektor genau das umgekehrte Vorzeichen, folglich missen wir diesen mit den
negativen partiellen Ableitungen multiplizieren.
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il

Vi -
Ir=r.]

= Jpsin?a+(z—hy) = Jd2tan’ a +(z-h,)’ = 1.

Sie wird minimal fir ¢ =0 und z =h,. Damit ist die Richtungsableitung der Funktion f die
Funktion f selbst. Substituieren wir noch die Koordinaten («, p, z) durch (a, &,v) und set-
zen alle Differenzen ein, so ergibt sich mittels der Definition f(c, p,z)=f (a, &,v) eine

Hyperflache, die von drei fir das neuronale Netzwerk besser geeigneten Variablen abhéngt:

2
f(a,g,v)=d0\/tan2a+(tang 9d, —&J ,

cosa 2v’cos’acos’e d,

wobei ein kleines

Ly
dO

gd,

=tan g, ——5—2—
° 2vicos?s,

die ungeféahre Zielpeilung angibt. Erneut erhalten wir fir &, = z/4 die einfachere Relation

hy ., 9d,

01220
2 H
do Vo

so daB nach Einsetzen aller Grélien gilt:

2
f(a, e, v)do\/tan2a+[tang _14+9% gd, j |

cosa v 2vicos’ acos’ &

Man sieht sofort, dal diese Hyperflache ihr Minimum bei

a=0, ¢=x/4, v=y,

aufweist. Man kann nun fur jedes Wertepaar (d,, h,)— v, ist eine davon abhéngige GroBe —

eine Monte-Carlo-Simulation durchfihren, um herauszufinden, fur welche Werte von «, ¢

und v man noch ins Schwarze trifft, d.h. welche Parameterkombinationen mit entsprechend
klein gewéhltem 6 die Ungleichung

Ir=r,| <o

erfillen. Samtliche Ergebnisse, die positiv ausfallen, spannen eine Hyperflache auf und kon-
nen als Trainingsmuster fur ein neuronales Netzwerk dienen, um daraus letztendlich die Netz-
gewichte zu bestimmen. Die Positionsdaten des Ziels kénnen vom Gehirn nur geschétzt wer-
den. Dal} eine Schatzung maoglich ist, beweist die Tatsache, dal} ein Autofahrer sehr gut er-
kennen kann, wie schnell ein anderes Fahrzeug sich nahert und ob es noch weit genug entfernt
ist. Mittels der so ermittelten SchatzgrofRen sucht unser Gedéachtnis nach geeigneten Winkel-
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und Geschwindigkeitskombinationen, welche sich bereits in der Lernphase als erfolgreich
erwiesen haben. Mathematisch gesehen liegen diese GroRen auf einer zeichnerisch nicht dar-
stellbaren dreidimensionalen Hyperflache. Einem ausreichend gut trainierten Schitzen wird
es ohne weiteres gelingen, einen Treffer zu erzielen, auch wenn die approximierte Kombina-
tion aus Entfernung und Hohendifferenz nicht explizit trainiert wurde, denn unser Algorith-
mus hat die Fahigkeit, Punkte auf der Hyperflache zu interpolieren. Darin liegt der grol3e Vor-
teil neuronaler Netzwerke: Man muR nicht jede erdenkliche Erfahrung explizit gemacht ha-
ben, um neue Herausforderungen meistern zu kénnen, man sollte allerdings ein ausgiebiges
Trainingspensum absolviert haben, um weiRe Flecken auf der Hyperflache tberbriicken zu
kdnnen. Wer beispielsweise ein Leben lang nur durch ein Weltraum-Teleskop geblickt hat,
wird die beiden disjunkten Mengen Makrokosmos und Mikrokosmos a priori kaum miteinan-
der in Verbindung bringen kénnen und daher auf dem Gebiet der Mikroskopie nur selten
ebenfalls eine Koryphéae werden.

In Abb. 2 ist das rekurrente neuronale Netzwerk unserer Aufgabenstellung schematisch dar-
gestellt. Aus Griinden der Ubersichtlichkeit verzichten wir zeichnerisch darauf hinzuweisen,
dal jeder Ausgabewert eines Neurons iterativ wieder als Eingabewert ins Netz eingespeist
werden mufR. Wie man sieht, besteht unser Netzwerk aus 4 Schichten, einer Eingabeschicht, in

der die iten Eingabeparameter (o, &, V;) eines speziellen Wurfs eingegeben werden, um dar-
aus die zweiten partiellen Ableitungen der ersten verdeckten Schicht ermitteln zu kdnnen,
eine weitere verdeckte Schicht und die Ausgabeschicht. In der zweiten verdeckten Schicht
werden die ersten partiellen Ableitungen ermittelt, in der Ausgabeschicht die Funktion selbst,

nicht zu vergessen die sogenannten Bias-Werte, die zu Beginn der Iteration als konstante
Schrittweiten (Aa, Ag, Av) eingegeben werden missen, selbst aber keine iterativen GroRen

sind. Nach n Iterationen ist die Fehlerriickfiihrung® im lokalen Minimum angelangt.

Im Anschluf? wird nun das Backpropagation-Verfahren beschrieben. Zunéchst bendtigen wir
das totale Differential der Hyperflache, das gegeben ist durch

of (a, ¢, v)da+6f (a, g,v)dg+8f (a,€,V)
oo o¢ ov

df =

dv,

wobei sich die partiellen Ableitungen wie folgt berechnen:

of (a,&,v)
oa

dO

tan? g +| 2NE _ 9, _hy
cosa 2vicos’acos’s d,

y 1 N tan ¢ gd, tan ¢ gd, h,
cos’a \cosa Vicos’ecos’a )| cosa 2vicos’acos’e d, )|

= fa(a,g,v): - fan o

4 Backpropagation
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of (a,&,v)
oe

d, 1

2 2
tan? g 4| BNE gd, h, ) 05 ¢
cosa 2vicos’acos’s d,

X( 1 _gdotangj tang gd, hy
cosa Vv’cos’a )\ cosa 2vicos’acos’e d, )’

=f, (a,6,v)=

of (a, &,V
Mgfv(mg’v): d,
6\/ 2

2 tane gd, h,

tan’ o + - -0

CoOSa 2v°cos“acos’ e d,

" gd, tane ad, _hy
vicos®acos’ e\ cosa  2vPcos’acos’s d, )

Abbildung 2. Schematische Darstellung eines rekurrenten neuronalen Netzwerks mit vier Lagen

Ersetzen wir die Differentiale durch Differenzen, sehen wir sofort, da3 sich jedes weitere Fol-
geglied iterativ aus dem vorhergehenden bestimmen l&aft:

f(a+Aa, e+Ae,v+AV)~ f(a,&,V)+f, (a & V)Aa
+f.(a, ¢, V)Ag+ f, (a, £, V)Av.

In Vektornotation heif3t das
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oa+Aa o Ac
fl e+Ae |—f| e |=VI.| Ae |.
V+ AV v Av

Die Extremwerte einer Funktion mehrerer Veranderlichen kénnen wir algebraisch durch Null-
setzen der partiellen Ableitungen bestimmen. Entscheidend daftr, ob wir es mit einem relati-
ven Maximum oder Minimum zu tun haben, ist das Vorzeichen der sogenannten Funktional-
determinante an der Stelle des Extremums

o't ot o | lof, of, o,

0a’ odade GadN| |da da oa| ¢ ¢ ¢
o't ot 2t |of, o o | .
deda 0  Osv| |oe 0s Oe f“’ f“ f”'

&

Nvoa ovoe ol | |lov v v

82 f 62 .I: 82 f afa af afv va ve w

Leider bleibt uns eine Auswertung nicht erspart, auch wenn wir bereits wissen, daf} sich das
gesuchte Minimum auf der Hyperflache in der Mitte des Ziels befinden muf.

Zum Auffinden dieses Minimums setzen wir die partiellen Ableitungen allesamt null, so daR
wir drei algebraische Gleichungen mit drei Unbekannten erhalten:

tan ¢ gd, tan ¢ gd, h,
tan 2 T2 a2 2 T ouZ rc? = =0
COS™ o COSa V°CO0S“ £COS“« /| COSax  2V° COS” @ COS* ¢ dO

[ 1 _gdotangj tang gd, h _0
cosa Vvicos’a )l cosa  2vPcos’acos’e d, ’

tane ad, _hy

—=0.
cosa 2vicos’acos’s d,

Setzen wir die dritte Gleichung in die erste ein, folgt sofort « =0. Die beiden verbliebenen
Gleichungen lauten somit

(1_Mj ng——9%h M) o
v 2vecos e d,

gd, hy _

tang—ﬁ———
2vcos“e d,

Die zweite Gleichung hat eine Nullstelle bei

Vp.

v(e)= cos &, gd,
cos& \[gd, +2c0s” &, (tan & —tan &, )v2

Da v(&,) =V, gelten muR, folgt
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cos g\/gdo +2c0s” g, (tan & —tan &, )5 =C0S&y+/gd, .

Diese Gleichung ist nur erfillt fir ¢ = ¢,. Der Richtungsvektor hat somit folgende Gestalt:

0
=| & |-
VO

< &

Fur eine rekursive Taylorentwicklung bis zu Gliedern erster Ordnung folgen wir dem obigen
Ansatz:

f(O’i+1’€j+1vvk+1)z f(ai’gj’vk)+ fa(ai’gj’vk)Aa
+fg<ai,gj,vk)Ag+ fv(ai,gj,vk)Av,

wobei die partiellen Ableitungen im Punkt (ai, £ vk) gegeben sind durch

dy =tang, [

tan gj _ gdo h0
cose; 2v; cos’ ¢; cos’g; d

N tan & B gd0 tan & _ gdO _&
Cose; V;cos’e;cos’e; )| COSa; 2V €os’ ¢ €Os’ &,  d

L. (a“ eV ) B cos?

tan’ +(

d 1
ACERD : 2 cos’ &
tan ‘91 gdo ho )
tan? Q, + - -
CoOSe; 2V, Cos” ¢ cos” ¢; d,
gd,tang; [ tang;, gd, h,
X - - - H
cose; Vgcosia; )| cose;  2vgcos’ e cos’e;
d gd,
fv(ai’gj’vk): > 3 a2 2
V; COS” ¢, COS” &,
) tan g, gd, h, ]
tan® o; + - S~
COSe; 2V, COS”a; Cos” ¢; d,

y tane¢ gd0 h0
cosa; 2vicos’a;cos’e; dy )

Mit den partiellen Ableitungen selbst verfahren wir genauso wie mit der Funktion. Wir ent-
wickeln alle partiellen Ableitungen erster Ordnung in eine Taylorreihe bis zur zweiten Ord-

nung. Das liefert uns folgende Naherungen:
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f,(a+Aa,e+As,v+AV)= f (a,¢, VHMAO!
a
+MA +MAV

e
o¢

o (a, V)
oa
s o, (a, V) Aot o, (a, V)
os

f(a+Aa, e+Ae,V+AV) = f (a,&,v)+ A

AV,

f,(a+Aa, e+Ae,v+AV) = fv(a,g,V)erAa
a
+6fv(a, g, V)A .\ of, (a, &, V) A

o€

5

Insgesamt haben wir also neun partielle Ableitungen zu bilden, wovon wir exemplarisch nur
die erste angeben:

o, (a,e,v) d,

o N 2
tan g +| 2N _ ; gde ; _hy
cosa 2v°cos“acos’e d,
y tane ad, 1 h)ftane ad, _hy
cosa 2vicos’acos’e cos’a d, )\ cosa 2vicos’acos’e d,

y 1 N tan ¢ ad, tan e gd, hy
cos’a \cosa Vv°cos’ecos’a )l cosa  2vicos’acos’e d,

2d, tan’ «

2
tan? g+ 2NE _ . gzdo . _hy
Cosa 2v°cos“acos e d,
y tan o N tane ad, _hy | tane gd,
cos’a (cosa 2vicos’acos’s 2d, )\cosa Vicos’acos’e )|

womit zugleich gezeigt ist, dal? eine aufwendige analytische Berechnung prinzipiell méglich
ist. Die weiteren Ableitungen wollen wir uns jedoch aus Zeitgriinden ersparen,® zumal wir ja
bereits wissen, daR das Verfahren an sich funktionieren mul3. Im beigeftigten Programm kon-
nen wir die Differenzen daher durch die exakten Differentiale ersetzen. Damit ist unser Netz-
werkalgorithmus vollstdndig beschrieben.

+

Es sei noch darauf hingewiesen, dal’ bei gleicher Schrittzahl alle Indizes durch einen einzigen
Index ausgedriickt werden kénnen. Mit den Notationen

> Das ist mit einer der Griinde, warum die Entwicklung neuronaler Netzwerke ein zeitaufwendiges und kostspie-
liges Vorhaben ist.
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2
f(a, &,v)=d,,[tan’ o + fang _ > ?do - Y
Cose; 2V, cos“ ¢, cos’g d,

und
f2(a, &,V tan ¢, d h
( I2I I)_tanzai: L 2 ? ° 2 -
d, CoSe; 2V Ccos”¢;cos"g, d,

und aus Griinden der Programmierfreundlichkeit fiihren wir folgende verkdirzte Schreibweise

ein:
2 2

fa(ai,si,vi):d—otanai 12 + f (0["28"\/‘)—tanzoci +—2

f(a, &.v,) cos’ «, dg d,

2
; JLM_tanzai
dO

In Abb. 3 ist zunéchst das schrittweise Ergebnis fir f_  dargestellt. Die Konvergenz in der
Né&he der Singularitat ist aufgrund der Nichtdifferenzierbarkeit an dieser Stelle eingeschrankt.

Partielle Ableitung nach «

T T T

2.4 . . .

23 L

2.2

X — = — 4

1.9

1.8 1 1 1 1 1
10 20 30 40 50 60 70 80 90

Iterationsschritt ¢

Abbildung 3. Die partielle Ableitung im Azimut wird bei Ann&herung an die Singularitat zunehmend ungenau

Abb. 4 zeigt das Ergebnis fur f_, wobei die Konvergenz in Elevation wesentlich besser ist:
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f (o, 6.V, —tan’q; .

)= f(a;, &,V;) cos’ e,

do 1 [ 1 _gdotangij\/fz(ai,gi,vi)

cosa; VZCoS’«, d?

s Partielle Ableitung nach e

T T T T T T

65 L 4

45 L 4

3.5 1 1 1 1 1 1 1 1 1
10 20 30 40 50 60 70 80 90

Iterationsschritt ¢

Abbildung 4. Die partielle Ableitung in Elevation weist in der Umgebung der Singularitat einen geringen Fehler auf

Es verbleibt die partielle Ableitung nach v,

d? gd, \/fz(ai,gi,vi)

f, (. €.V, —tan’ ¢,

) f(a;, &, V) v’ cos’ g cos’ ¢, dZ

die in Abb. 5 dargestellt ist. Auch hier ist die Ann&herung an die Singularitét relativ unpro-
blematisch.

Um das Grenzwertverhalten auszuloten, fihren wir eine Differenzierbarkeitsbetrachtung in
der Umgebung der Singularitat durch und berechnen dazu die partiellen Ableitungen

f, (A, & +Ag, v, +AV) = dytan Ac -
an? Aggs| 20 (5, +A¢) 9dy (1+ tan22(50 +As)) hy
CosAa 2(v,+Av) cos’ A dg
><_ 1, tan (g, +Ag) 94, (1+1tan’ (g, +Ag))
cos® Aax cosAa 2(V, +Av)’ cos? Aa
| tan (g,+A¢) 94, (1+tan® (g, +Ac)) h
cosAa 2(Vo+Av) cos?Aa dy ||
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Mathematikaufgabe 143

dO

2
an? A | (6 +AE) gd0(1+tan22(gO+Ag))_hO
cosAa 2(Vy+Av) cos’ Aa dg

1 gdytan(g +Ae)
cosAa (v, +Av) cos’ Aa

f, (Aa, g, + A&V, +AV) =

1+ tan’ (&, +Ag)){

{tan & +A¢) gd0(1+tan2(£o+A8)) ho}
0

cosAa 2(V, +Av) cos’ Aa d
dO
f (Aa & +Ag,V, +AV >
g tan (2,+4e) 94 (1+tan22(g0 +Acg)) hy
cosAa 2(V, +Av) cos’Aa d,

0
(v +Av)’ cos? Aacos (& +A¢)

[ten(e+ae) gdy (L+tan’ (&, +A¢)) hy
cosAa 2(Vo+Av) cos’Aa G, |

Mit den Substitutionen

tang, +tanAe  1+tanAcg
l1-tanActang, 1-tanA¢

tan (&, +A¢) =

und

2 2
1+tan2(go+Ag):(1—tanAgtango) +(tangoz+tanAg) 5 1+tanAg2
(I-tanActans,) (1-tanA¢)

vereinfachen sich die Ableitungen im Minimum zu

d, tan A
f,(Aa, Ag, Av)= o 2 -
an? Ag + 1 1l+tanAe g(zjo 1+tan Agz _hy
cosAa l-tanAs (v, +Av) cos’Aa (1-tanAe)  dg

1 N 1 1l+tanAe gd, 1+tanAe
cos’Aa | cosAa l-tanAs (v, +Av)’ cos’ Aa (1-tanAg)’

cosAa 1-tanAs (v, +Av) cos® Aa (1-tanAg)”  d,

X

1 1l+tanAe gd, 1+tanAs  hy H
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2d
f,(Aa, Ag, AV)= s =
an? Ag + 1 1l+tanAes ggl0 1+tan Agz _hy
cosAa l-tanAe (v, +Av) cos’Aa (1-tanAe)  dg
y 1+tanAe 1 gd, 1+tanAe
(1—tanAg)2 cosAar (v, +Av) cos? A 1-tan Ae
1+tanAs gd, l1+tanAe  hy
cosAal tan As (vO+Av)2 cos? Aa (1-tanAg)” dy )’
dO
f,(Aa, Ae, Av) = =
tan? Aa+ 1 l+tanAe g(zj0 1+tanAgz_&
cosAa 1-tanAe (v, +Av) cos’Aa (1-tanAe)”  d,
29gd, 1+tanAe

(v +Av) cos’ Aa (1- tanAg)

1 l+tanAe gd, 1+tanAe  h,
cosAa 1-tanAe (v, + Av)2 cos’ Aa (1-tan Ag)2 d
Des weiteren lassen sich alle Ableitungen mittels der Funktion

Las Partielle Ableitung nach v

1.4

1.35

13

1.25

1.2

'<aia Eiav’i)

«2 115

1.1

1.05

0.95 1 1 1 1 1 1 1 1 1
10 20 30 40 50 60 70 80 90

Iterationsschritt ¢

Abbildung 5. Die partielle Ableitung nach v hat Differenzierbarkeitsprobleme in der Umgebung der Singularitat
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1 l+tands|, gd,
cosAa l-tanAs|  vZ(1+Av/v,) cosAa(l-tanAs)

z(1+A5)2(1—(1+A6)(1_2_0J[1 26_:/]}

noch einmal vereinfachen:

$(Aa, A, Av) =

d,tan Ac

2
\/tanz Aa +(¢(Aa, Ag, Av)—QOj
0

f, (Aa, Ag, Av) =

{ 1 +¢(Aa,Ag,Av)(¢(Aa,Ag,AV)—2—ZH,

cos’ Aa

2d, 1
jZ COSAc

f, Aa Ag, AV
tan Aa+ Aa Ag, Av) -0
d

Wl 1- 1+tanAg
v +Av cosAal tan Ag
x“ta—”Ag(ﬂAa, Ae, AV)_Z_O]’
0

(1-tan Ag)2

2d, gd,
h, jz (Vo +Av)’ cos? Aa

f,(Aa, Ag, Av) =

0

\/tanz Ao+ (gb(Aa, Ag, AV)—

1+tanAes (

hO
X(l—taTg)z ¢(Aa, Ac, Av)—d—].

0

Die klassische Berechnung ergibt im Zielmittelpunkt folgende Ergebnisse:

lim f (Aa, 7/4+Ag, v, +Av)=1,8332;

Aa, Ae, Av—0

lim f (Aa, z/4+Ag, v, +Av) =3,9715;

Aa, Ae, Av—0

lim f, (Aa, 7/4+Ag, v, + AV) =1,4014,

Aa, A, Av—0

wohingegen sich mit der Naherungsrechnung zum Teil gro3ere Abweichungen ergeben,
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lim f (Aa, 7/4+Ae, v, +Av) = 2,7003;

Aa,Ae, Av—0

lim f (Aa, 7/4+Ag, v, +Av) =3,8879;

Aa,Ae, AV—0

lim f, (Aa, 7/4+ A&, v, + AV) =1,37109.

Aa, Ag, Av—0
Das neuronale Netzwerk hingegen weist noch einmal leicht unterschiedliche Werte auf:

lim f (Aa, 7/4+Ae, Vv, +AV) = 2,3956;

Aa,Ae, Av—0

lim f (Aa, 7/4+Ae, v, +Av) =3,9223;

Aa,Ae, Av—0

lim f, (Aa, m/4+ Ag, v, +Av) =1,3841.

Aa,Ae, Av—0

Im vorletzten Iterationsschritt erreicht die Richtungsableitung einen Wert von 0,0289, wah-
rend das neuronale Netzwerk den Abstand f («,, &, V,,)=0,0221 annimmt und uns da-

mit ziemlich gut in den Zielmittelpunkt fiihrt.

Richtungsableitung

T T T

T T T

10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Iterationsschritt ¢

Abbildung 6. Die Richtungsableitung fuhrt nach 100 Iterationsschritten ins Ziel

Mit diesen Ergebnissen kdnnen wir, wie in Abb. 6 gezeigt, die Richtungsableitung bestim-
men. Das neuronale Netzwerk flihrt dabei die Hand des Schutzen — falls dieser vorher ausgie-
big trainiert hat —, noch ehe er das Projektil loslalt, sicher ins Ziel.

In Abb. 7 ist eine dreidimensionale Untermenge der vierdimensionalen Hyperflache flr kon-
stantes v, graphisch dargestellt. Abb. 8 zeigt ein asymmetrisches Hohenlinienprofil.
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Abbildung 7. Oberflachendiagramm des schiefen Wurfs bei idealer Wurfgeschwindigkeit

Es empfiehlt sich also, bei der Auslegung eines rekurrenten neuronalen Netzwerks folgende
vier Schritte zu beruicksichtigen:

1.

Man benétigt ein mathematisches Modell, mit dem man flr einen spateren Anwen-
dungslauf die erfolgreichen Trainingsgewichte ermitteln kann.

Falls die n Gleichungen mit n Unbekannten, welche die Minimalbedingung erfullen,
analytisch nicht lésbar sind, muf3 man die optimalen Parameterkombinationen mit Hil-
fe einer Naherungsrechnung herauszufinden. Die ideale Fehlerquadratsumme muf} im
Ergebnis null liefern.

In der Regel missen alle partiellen Ableitungen bis zur zweiten Ordnung analytisch
berechnet oder numerisch bestimmt werden, um mit den richtigen Anfangswerten auf
der Hyperflache starten zu kdnnen.

Mittels der erfolgreich bewerteten Parameterkombinationen aus der Trainingsphase
kdnnen durch paralleles Prozessieren die Netzwerkgewichte bestimmt werden, womit
das neuronale Netzwerk nun fir jede beliebige Parameterkombination dem Gradienten
der Trajektorie auf der Hyperflache bis ins Minimum folgen kann. Es kann durchaus
sein, daR Anfangswerte, die nicht auf der Hyperfl&che liegen, gewisse seltsame Effek-
te hervorrufen.
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Abbildung 8. Asymmetrie im Héhenlinienprofil des schiefen Wurfs

Beim Speerwerfen oder Bogenschieflen missen die endgiltigen WurfgréfRen vom Gehirn be-
reits ermittelt sein, bevor das GeschoR losgelassen wird, weil jedes nicht gelenkte Geschol}
unmittelbar danach ballistisch weiterfliegt, d.h. nicht mehr beeinfluit werden kann. Unser
Wurfarm hat also je nach Armléange weniger als einen Meter zur Verfigung, um durch neuro-
nalen Abgleich die endgultigen Wurfparameter zu bestimmen. Auflerdem steht unserem ge-
danklichen Ablauf kein Taschenrechner zur Verfugung, damit wir uns diese Parameter aus-
rechnen konnten, wir sind rein auf Augenpeilungen und Schatzungen angewiesen. Jeder Tref-
fer, den wir durch ausgiebiges Training erzielen, sollte bei einem ambitionierten Schutzen von
einem Freudentaumel® begleitet sein, der in der GroRhirnrinde dafiir sorgt, daB dieses Erlebnis
immer in angenehmer Erinnerung bleibt.” Beim nachsten SchuB oder Wurf wird das Gehirn
dann versuchen, den bereits erfolgreichen Wurf noch einmal zu reproduzieren, indem es sich
an die alten Wurfparameter erinnert, es arbeitet also nach demselben Soll-Ist-Vergleich wie
die Methode der kleinsten Quadrate, wenn auch auf etwas andere Atrt.

¢ Wegen der Endorphinausschittung
7 Genaueres kann die Wissenschaft dazu bislang nicht sagen.
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Anhang

% Rekurrentes neuronales Netz Schiefer Wurf
clear all

n = 100;

% Konstante Bahnparameter des idealen Wurfs
g = 10; % [m/s"2]

epsilon_0 = 45/180*pi; % [rad]

hO = 2; % [m]
do = 10; % [m]
v0 = sgrt(g*don"2/(do*sin(2*epsilon_0)-2*hO*cos(epsilon_0)"2));

% Anfangsbedingungen
alpha(l) = 3/180*pi;
epsilon(1) = 48/180*pi;
v(l) = 13; % [m/s]

% Schrittweiten

delta_alpha = alpha(1)/(n-1);

delta_epsilon = (epsilon(1l)-epsilon_0)/(n-1);
delta_v = (v(1)-v0)/(n-1);

% Partielle Ableitungen im Minimum

phi = 1/cos(delta_alpha)*(1+tan(delta_epsilon)/(1-tan(delta_epsilon))-
g*do*(1+tan(delta_alpha)”2)/(vO+delta_v)"2*(1+tan(delta_epsilon))/(1-
tan(delta_epsilon))"2);

zaehler = dO*tan(delta_alpha)*(1/cos(delta_alpha)”2+phi*(phi-h0/d0));
nenner = sqrt(tan(delta_alpha)”™2+(phi-h0/d0)"2);

falphaO = zaehler/nenner

mean_term_epsilon = 1/cos(delta_alpha)*(1+tan(delta_epsilon)/(1-
tan(delta_epsilon))"2)*(1-

g*d0/ (vO+delta v)~2/cos(delta_alpha)*(l+tan(delta_epsilon))/(1-
tan(delta_epsilon)));

fepsilon0 = 2*d0/nenner*(phi-h0/d0)*mean_term_epsilon

mean_term v = (l+tan(delta_epsilon)/(1-
tan(delta_epsilon))”2)*g*d0/(vO+delta v)”~3/cos(delta_alpha);

fv = 2*d0/nenner*(phi-h0/d0)*mean_term_v

% Parameterintervalle

for i=1:n
alpha(i) = alpha(l) - (i-1)*delta_alpha;
alpha_grad(i) = alpha(i)*180/pi;
epsilon(i) = epsilon(1l) - (i-1)*delta_epsilon;
epsilon_grad(i) = epsilon(i)*180/pi;
v(i) = v(1) - (i-1)*delta v;

end

figure(1)

plot(alpha_grad, "b*)

title("Aziumutwinkel in Grad®", "interpreter”, "latex®)
xlabel (" Iterationsschritt $i$", "interpreter”, " latex")
ylabel ("$\alpha_i$", "interpreter”, " latex")

figure(2)

plot(epsilon_grad,"g")

title("Elevationswinkel in Grad”®, "interpreter”, "latex")
xlabel (" Iterationsschritt $i$", "interpreter”, "latex”)
ylabel ("$\epsilon_i$", "interpreter”, " latex")
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figure(3)

plot(v,"r®)

title("Geschwindigkeit [m/s]", "interpreter”, "latex™)
xlabel (" Iterationsschritt $i$", "interpreter”, " latex")
ylabel ("$v_i%$", "interpreter”, "latex")

% Neuronales Netzwerk
(1) = dOo*sqgrt( tan(alpha(1))”2+( tan(epsilon(l))/cos(alpha(l)) -
g*do/2/v(1)~2/cos(alpha(1))”~2/cos(epsilon(1))”2 - h0/d0 )2 );
for i=1:n-1
w(i)=sqgrt(f(i)"2/7do~2-tan(alpha(i))"2);
T _alpha(i) =
dor2*tan(alpha(i))/f(i)*(1/cos(alpha(i))™2+(w(i)+h0/d0)*w(i));
T _epsilon(i) = dor2/f(i)*1/cos(epsilon(i))"2*(1/cos(alpha(i)) -
g*do*tan(epsilon(i))/v(i)"2/cos(alpha(i))”2)*w(i);
f v(i) = g*don3*w(i)/f(i)/cos(epsilon(i))"2/cos(alpha(i))™2/v(i)"3;
f(i+1l) = F(i) - f_alpha(i)*delta alpha - f _epsilon(i)*delta_epsilon -
f_v(i)*delta_v;
end

% Klassische Berechnung
for i=1:n-1

fc@i) = dOo*sqrt( tan(alpha(i))”™2+( tan(epsilon(i))/cos(alpha(i)) -
g*do/2/v(i)~2/cos(alpha(i))”~2/cos(epsilon(i))”™2 - h0/d0 Y2 );

w(i)=sgrt(f_c(i)"2/dor2-tan(alpha(i))"2);

T _alpha_c(i) =
dor2*tan(alpha(i))/f_c(i)*(1/cos(alpha(i))2+(w(i)+h0/d0)*w(i));

T _epsilon_c(i) = don2/f _c(i)*1/cos(epsilon(i))"2*(1/cos(alpha(i)) -
g*do*tan(epsilon(i))/v(i)"2/cos(alpha(i))”2)*w(i);

f v c@) =
g*don3*w(i)/f_c(i)/(cos(epsilon(i))"2*cos(alpha(i))2*v(i)"3);
end

figure(4)

plot(f, "--xr%)

title("Richtungsableitung”, "interpreter”, " latex™)

xlabel (" Iterationsschritt $i$", "interpreter”, " latex")

ylabel ("$Ff(\alpha_i,\epsilon_i,v_i)$", "interpreter”, "latex")
xhim([1 100])

yhim([0 31)

hold on

plot(f_c)

figure(b)

plot(f_alpha, "--xr")

hold on

plot(f_alpha_c)

title("Partielle Ableitung nach $\alpha$”, "interpreter”, "latex")
xlabel (" Iterationsschritt $i$", "interpreter”, " latex")

ylabel ("$f {\alpha}(\alpha_i,\epsilon_i,v_i)$", "interpreter”, "latex™)
xhim([1 99])

figure(6)

plot(f_epsilon, "--xr®)

hold on

plot(f_epsilon_c)

title("Partielle Ableitung nach $\epsilon$®, "interpreter”, "latex”)
xlabel (" Iterationsschritt $i$", "interpreter”, " latex")

ylabel ("$T_{\epsilon}(\alpha_i,\epsilon_i,v_i)$", "interpreter”, "latex")
xhim([1 99])
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figure(7)

plot(f_ v, "--xr")

hold on

plot(f v _©)

title("Partielle Ableitung nach $v$-", "interpreter”, " latex")
xlabel (" Iterationsschritt $i$", "interpreter®, " latex")

ylabel ("$f_v(Q\alpha_i,\epsilon_i,v_i1)$", "interpreter”, " latex")
xhim([1 99])

% Surface Plot der Richtungsableitung mit v=const

k=100;
n=100;
alpha(l) = -3/180*pi;
alpha(100) = 3/180*pi;

epsilon(1) = 42/180*pi;
epsilon(100) = 48/180*pi;
delta_alpha = (alpha(100)-alpha(1))/(n-1);
delta_epsilon = (epsilon(100)-epsilon(1))/(n-1);
v(k) = vO;
for i=1:n
alpha(i) = alpha(l) + (i-1)*delta_alpha;
alpha_grad(i) = alpha(i)*180/pi;
for j=1:n
epsilon(j) = epsilon(1l) + (g-1)*delta epsilon;
epsilon_grad(j) = epsilon(j)*180/pi;
flaeche(i,j) = dO*sqrt( tan(alpha(i))”2+(
tan(epsilon(j))/cos(alpha(i)) -
g*d0o/2/v(k)~2/cos(alpha(i))”~2/cos(epsilon(j))”2 - h0o/do Y2 );
end
end

figure(8)

surf(alpha_grad,epsilon_grad,flaeche)

xhim([-3 3])

xlabel ("$\alpha\; ("\circ)$", "interpreter”, "latex")
ylabel ("$\epsilon\; (™"\circ)$", "interpreter”, "latex")
zlabel ("$f(\alpha,\epsilon)$”, "interpreter”, " latex")

figure(9)

contour(alpha_grad,epsilon_grad,flaeche)

xhim([-3 3])

xlabel ("$\alpha\; (™\circ)$", "interpreter”, "latex")
ylabel ("$\epsilon\; (™"\circ)$", "interpreter”, "latex")
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