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Aufgabe: Berechnen Sie Oberfliche und Flichenschwerpunkt einer liegenden 16tel-Sphire.

Losung: Fiir die liegende 16tel-Sphire (sieche Abb. 1) bendtigen wir die Orthodromengleichung
in der Form

. cot g, cot 6,
0(2) = arcsin 0 = arctan ——————,
\/sinz(/l—/io)+cot2 0, [sin(A-4,)
wobel
n
6, = arccot ———
Jit+n’
x y
der Winkel des Normalenvektors
(n.\ (yz,—zy,) [-siné,cos® sin,+cos6,sind, sin ],
n=|n, |=|zx,-xz, |=| siné,cosf cosl, —cosb,sinb cos 4
n, XV, — WX, sin 6, sin 6, sin (4, - 4,)

senkrecht zur Ebene, in der die Orthodrome liegt, mit der z-Achse ist. 4, gibt den Schnittpunkt

der Orthodrome mit dem Aquator an.

z

S=rx/4 A =3036° @ =5459°
Abbildung 1. Die Punkte 1-2-3 schlieen eine 16tel-Sphére ein

Den auf den Kugelradius normierten Schwerpunkt berechnen wir geméf der kartesischen De-
finition einer massebeschichteten Sphire:

n 1
= arctan—
S

22 1n
ﬁzR_J' I sin® @d@ cos Ad A,
R S o %

2 %a.rctan@
Vs sin” @dO@sin 1d A,
R S o %
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wobei die Fliche S gegeben ist durch!

S = sz jw sin 0dOd 2.
0 0

Im Intervall 2 €[4, 4,]=[0, 7/2], 6,6, €[0, 7/2] gilt fiir den Normalenvektor vereinfachend

n, —sin @, cos b,
n, |=|—cosf,sing, |.
n, sin @, sin 6,

Mit einem Polarwinkel von 6, = 7/2 wie in der Abbildung dargestellt ist

n, 0
n, |=|—cos6,
n, sin 6,

und cot§, =tan6,. Im Falle 0, =7x/4 ist cotf, =1. Wegen A, =0 vereinfacht sich die Ortho-

dromengleichung damit wie folgt:

0(2)=arcsin = arctan

1 1
Vsin® A +1 sin A
Mittels der entsprechenden Integrationsgrenzen erhalten wir die Oberfldche

T 1 T
— arctan—;
2

sin % arctanL 2 sin A
S=R*[ [ sin0d0di=R*[[-cos6]""nidA=R*[|1-——== |d4
0

Vsin? 1 +1

0 0 0
: | |
72- 2 2 Sll’lﬂ,dl 72- 2 2 dx 72- 2 2|: . x }
=R R == T RPR =—R"—R"| arcsin —
2 '([\/sin2/1+1 2 J). 2—-x* 2 V2

und den erwarteten Zahlenwert

S =§R2 —R? arcsinL =£R2.

2 4
Um den Schwerpunkt zu ermitteln, muf3 zunichst das Integral

1
arctan——

1
sin A MCtaH@ .
[ sin’ g‘mzé{@_%} :l{arctan L __snd }
0 an” @ |, sinA 1+sin” A

! Eigentlich muR dieses Integral nicht explizit ausgefiihrt werden, da sein Wert aus Symmetrieiiberlegungen
folgt.
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in die folgende Gleichung eingesetzt werden. Damit ergibt sich

T 1
arctan—

2
I I sin® 8d@ cos Ad A _1 smﬂ
0 0 2

3
arctan cos Ad A — l J. AdA
2 0

ISR R

sin 1+ sin?

bzw.

T 1
= arctan——
2 sin A

1 1 © 2
I J sinzedﬁcos/ldl:ljarctan dx—lj x2a’x:ljamtinyafy—l dz
29 29 1+x 29 vy 4

00 1 2
1 1 11+ 1
2—{——arctany——ln +§; } ——m2==2,
21y 2 yo ] 4 8
Ferner bendtigen wir das Integral fiir die y-Koordinate
ﬁ arctan* ﬁ z
2 sin 4 ) ) 1 2 1 2
I j sin® d@sin Ad A =— I arctan sm AdA—— I sin 4 sm AdA.
0% 29 sin 25 1+sin’

Mittels partieller Integration konnen wir das erste der beiden Teilintegrale schnell 16sen:

3 3

cos’ A
I arctan sin AdA =| —cos A arctan J- >
0 sin A v sin” A +1

sin A

Damit 146t sich auch der wesentlich einfachere Ausdruck

ﬁ arctan—— ﬁ
2 sin A 2 c 2

sin’ @d@sin Ad A =l[— cos Aarctan } ——_[ CO2S i lj«—sm. ;1 di
50 2 sin A sin 2,+1 24 1+sin" 4

r 1% 1 1 : 1 \z
=2 —dﬂ:———[ tan (V2 t z}zz 1-— |=
4 2£sin2;t+1 4 202 artan(/2 tan )o ( 2)4

leicht berechnen. Hieraus folgen dann die beiden Hilfsgrofen

zarctani
2 sin A
v =3 % [ | sin®6docosidr===03927,
RRR 4 3 8
S y %arctanm 1 .
U =—==| sin’ 6?d6?sin/1di=(l——j—=0,2300
R R 3 3 V2 )4
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und schlieBlich der Schwerpunkt, da die Integrale ldngs der beiden Meridiane keinen Beitrag
leisten.? Mit S = 7R?/4 lauten die kartesischen Koordinaten demnach wie folgt:

3 3
w=Br e B L\ Z_ (L L)g
S8 2 S 2 )4 2

2
Zs:‘\f'\/i_%R9 pS: %_\/ER

Fiir die Einheitssphidre mit R =1 ergibt sich schlieBlich
x,=0,5 y =0,2929, z =0,8150, p, =0,5795,

und aus den Definitionen

Yy Z
A, =arctan—, ¢ =arctan—-
Xs Py

folgen wie in der Abbildung angegeben die Winkel in Lange und Breite

V42 -3

A, :arctan(2—x/5) =30,3612°, ¢, =arctan ———= = 54,5867°.
7—4+2

7

2 |hr Normalenvektor liegt waagrecht in der x-y-Ebene.
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