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Aufgabe: Berechnen Sie die Genauigkeit einer Triangulationsmessung und diskutieren Sie
das Ergebnis.

Losung:

Jede Gerade in der Ebene 14t sich in Parallelkoordinaten in der Form
ax+by+c=0

darstellen. Die Hessesche Normalform der Geradengleichung ist
xcosa + ysina—p=0.

Dabel ist p der Abstand vom Koordinatenursprung und « der Winkel zwischen der Normalen
der Geraden und der x-Achse. Die Koordinaten des Schnittpunktes (x,,v,) zweier Geraden,

die durch die Gleichungen

ax+by+c =0
a,x+b,y+c,=0

gegeben sind, berechnen sich zu

_ by, = by
=2 21
ab, — a,b
_ G4, — 64
Vo= b b

a0, — ab,

Mit den Substitutionen gemall Hessescher Normalform

a = COSx
b=sna
c=-p

fiir beide Geraden stellt sich der Schnittpunkt wie folgt dar:

_ pSna, - p,sina;
sin(a, — o)
p,COSa, — p, CoSa,
Vo= .
S n(“z - al)

X0

Die Abstinde der beiden Geraden vom Koordinatenursprung sind gegeben durch

P, = X,C0S, + y,Sina,
P, =X,C0Sa, + y,Sina,
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Die Koordinaten des Schnittpunktes sind eine Funktion der beiden Winkel ¢, und «, sowie
der beiden Abstéinde p, und p,. Um die Fehlerquadrate nach Gaull zu summieren, berechnen
wir das totale Differential

Axy = L0 ag + Fo pg 4 Fopy 4+ Ty,
1 a, op, op,

Ay, = 6y°A L+ Yo Aa2+%Apl+ﬂAp2
ooy 2 op, 2

und addieren die einzelnen Terme quadratisch, i.e.

2 2 2 2
Avo= | Lo | ez +| Fo | na?+| Do | ppz 4| Do pp2
Joy da, P P>
2 2 2 2
Ay, = o Ac? + Po A + Do Ap? + Do Ap?
oo oa, op, ap,

Die partiellen Ableitung lauten

X, D, Cosa,y Yo P,Sngy
=70 o t(a, — o, )— = t(o, —or, )——£2> 71

o, Yooot(a, —ay) sin(e, - a,) ooy o oot(e; ~ ) sin(e, - a,)
Ox, sna, Ny cosa,

p, ) Sih(az - 0‘1)
0ox, __p,C0sa,
da, sin(a, —a,)
Ox, sina,

op, B Sin(az - 0‘1)

— X, Cot(oc2 - al)

5@1__9“(%—%)

0 sna
o __ B 2~ Yo COt(az - al)

da, sin(a, - a,)
oV, cosa,

op, - Sin(az - 0‘1)

Im weiteren nehmen wir gleiche Positions- und Winkelmefigenauigkeit an, d.h.

Ap, =Ap, =Ap und Aa, = Aa, = Aa.

Damit konnen wir einige Terme zusammenfassen, und zwar

ooy oa,

Mit Hilfe der Substitutionen

—2x,(p, cosa, + p, cosa, )cos(a, — a, )]

2 2
[(a_J [ 3 ] ]Aaz =[xz cos?(a, ~ o)+ p oo, + ploosia,

Aa?
Sinz(az _0‘1).

P,COSa, + p,C0Sa, = x,[cos(a, +a, )+ cos(a, — oy )|+ v, sin(ey, + a,)

und



picos’a, + picos’a, = l)cg[cos(oc2 —a,)+coda, + az)]z + lyg [Si n?(er, —a, )+ sin®(e, + a, )]

+x,7,8N(a, + @, [codar, — a, )+ coslar, + a, )]

formen wir wie folgt um:

[(@_][6 ﬂmz{gxg[cos@-al>-cos<al+az>]2

ooy oa,

— XoVoS n(al ta, )[COS(OQ + 0‘2) - COS(a2 - 0‘12]
Aa

1 o[ o .2 Ao
+2J’o[sm (a2 0‘1)+S|n (al+a2)] sinz(az—al)'

Selbiges konnen wir auch mit den anderen partiellen Ableitungen tun:

[[Gx J { ax, ﬂApz _1-codley +ay)eodley ), .

op, op, Sinz(az _al)

Mit der y-Koordinate verfahren wir analog. Es gilt
v ) (v, )
[(ﬁ] +[ﬂ] ]Aaz = [Zyg cos’(a, —a, )+ p?sin®a, + pZsin®a,
ooy oa,

Aa’®

—2yo(p,Sine, + p,sine, Jeos(a, — al)]m-
Mit den Substitutionen

PSNa, + p,Sing, = x,Sin(e, +a,)+ yolcos(a, —a;) - cosla, + a, )]
und

pisin®a,+pysin®a, = 1xg[smz(“z —ay)+sin*(ay "‘0‘2)]"'1)75[005(0‘2 —ay)-coda, +a,)f

+ X0V, S n(al + az)[COS(az - al)_ COS(Otl ta, )]

erhalten wir fiir die Winkelableitungen

[[@j (@”Aa - (L) s )

ooy oa,
— Xo)oSi n(al +a, )[COS(a2 - 051) + Cos(al +a, )]

1 Ao’
+ Eyg[cos(oc2 - a1)+ CO#O& + az)]z}m,



und fiir die Abstandsableitungen folgt:

[((’1 ] . [ a, j] e L 00— ooy + )

op, op, s nz(az - 0‘1)

Nunmehr drehen wir unser Koordinatensystem ohne Beschrankung der Allgemeinheit so, daf3
Vo =0 und a, = —¢,. Damit ergibt sich fiir die Fehlerbeitrige

(a_j \ [a_”M 1,0 cosla, )P Ad

oa, oa, ° sin®(e, —a,)

r 2 2
(@CJ +[5XJ ppt Lol )y
op, op, sin (0‘2 _0‘1)

bzw.

2 2
ox, axoj » 1.,
— | +|—| |[Ap"==Ap o, —a,| << 1.
[(GPJ [apz } 2 e
Die Fehlerbeitrige der y-Koordinate erhalten wir zu
v, ) (v, ) 1
Do | 4| Do | |Ag? ==x;Aa’
oo, oa, 2
und
2 2
(aij {@J PN A I
op, ap, sn (0!2 _al)

Letzterer wird minimal fiir oy — a,|= 7.

Die Fehler der Komponenten vereinfachen sich damit wir folgt:

Ax. = lszaZ (1_ COS(a2 ~ al))z + 1- Cos(oﬁ ~ aZ)ApZ
° ° Sinz(az - 0‘1) Sinz(az - 0{1) ’

1 1+ cos\a, —
AJ’oz\/Engaer ;nz(so(!al_aa)z)Apz.
270

Ausgehend von der Anordnung in Abbildung 1 konnen wir aus diesen Beziehungen unter der
Annahme reprisentativer Werte filir den Schnittpunkt x, und die absoluten Fehler Aa und

Ap die MefBunsicherheiten einer Triangulationsmessung in x- und y-Richtung bestimmen.



Das Ergebnis ist als Funktion des Triangulationswinkels in Abbildung 2 und Abbildung 3
graphisch dargestellt. Dabei wurde eine absolute Winkelme3genauigkeit Aa von 1 prad an-
genommen und eine absolute Positionsgenauigkeit Ap von 1 m. Der Abstand vom Koordina-
tenursprung x,, betragt in dem gewdhlten Beispiel 500 km. Die Grafiken geben den absoluten

Melifehler in Meter an.
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Abbildung 1. Triangulationsgeometrie
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Abbildung 2. Triangulationsgenauigkeit in x-Richtung




Triangulationsgenauigkeit in y-Richtung
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Abbildung 3. Triangulationsgenauigkeit in y-Richtung

Um den radialen Mefehler der Triangulation zu bestimmen, leiten wir den radialen Abstand
des Schnittpunktes

(2, 2
o =X +)o

nach den beiden Komponenten ab. Die partiellen Ableitungen lauten:

or, _ X _ X
Mo xg+ys o
oy Yo Yo

Dastotale Differential der Radialkomponente ist gegeben durch

Ay = 20 ax 1+ To Ay
0ox, ox,

womit wir fiir die MeBunsicherheit nach der Gau3schen Fehlerfortpflanzung den Ausdruck

2 2
. J[j—} g+ 20 oz = 2 (i
X oV, 14

0
erhalten. Im Falle y, = 0 vereinfacht sich diese Gleichung zu

Ary = Ax,,.



In Abbildung 4 haben wir den maximalen méglichen Fehler Ar,_ =+/Ax>+Ay? graphisch
dargestellt.

Triangulationsgenauigkeit in radialer Richtung
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Abbildung 4. Triangulationsgenauigkeit in radialer Richtung

Man erkennt, da3 das Optimum der Triangulation bei 90° liegt, denn dort ist der maximal
mogliche Fehler minimal. Messungen mit hoher Genauigkeit sind innerhalb von 90° +30°
moglich. Bei 90° betrdagt in dem gewéhlten Beispiel die Mellgenauigkeit 1,008 m, liegt also
sehr nahe an der angenommenen Positionsgenauigkeit von 1 m.



