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Aufgabe: Wie grof3 sind die Rechenfehler, wenn das Erdellipsoid abhéngig von der geographi-
schen Breite durch eine Kugel angenihert wird?

Losung: Leider ist die Erde keine perfekte Kugel, sondern aufgrund der Zentrifugalkréfte, die
durch die Erdrotation entstehen, ein abgeplattetes Rotationsellipsoid wie in Abb. 1 dargestellt:

Abbildung 1. Fehlerbetrachtung zur Flachenberechnung bei Rotationskorpern

Anhand der beiden Halbachsen a und c 148t sich aber ein mittlerer Erdradius R definieren. Auch
hierfiir gibt es verschiedene Ansitze. Die bekannteste Definition verwendet die Volumen-
gleichheit zwischen Kugel und Ellipsoid. Sei

y =37 R
3

das Volumen einer Kugel mit mittlerem Erdradius R und

V:4—7[azc

3

das Volumen eines abgeplatteten Rotationsellipsoids, dann berechnet sich der mittlere Erd-ra-
dius aus der Gleichheit der Volumina zu

R=3dc.
Fiir die Erde gilt nach WSG 84
a=6378.137,0m, c¢=6.356.752,314 m, R=3a’c =6.371.000,8 m.

Eine andere Definition erhdlt man durch Gleichsetzen der Oberflichen. Eine Kugel hat die
Oberfliache

S =47R?,

Copyright © 2017, Manfred Hiebl. Alle Rechte vorbehalten. Seite 1


http://www.manfredhiebl.de/
http://www.manfredhiebl.de/Mathematik/mathematikaufgaben.htm
http://www.manfredhiebl.de/impressum.htm
mailto:Manfred.Hiebl@t-online.de
http://www.manfredhiebl.de/guestbook125661onetwomax.pdf

Mathematikaufgabe 127

die Oberflache des Rotationsellipsoids ist gegeben durch

arsinh

V- e

Die darin auftauchenden Grof3en lassen sich aus der Exzentrizitét e der Ellipse berechnen, wo-
bei

S = 27m(a+

c? \/az—cz]

a’=ct a 1
e=——=0,081819191 und —= =1,00336409 .
a c Al-¢€
Mit der Notation
a’—c? e

)
IIl
I

konnen wir auch schreiben:

S= 27za(a +c arsinh g}.

&

Wenn der Unterschied der Achsen gering ist, kann der Area Sinus hyperbolicus durch sein Ar-
gument angenédhert werden und es gilt

S =2mala +c).

Nehmen wir an, daB3 der mittlere Erdradius dadurch definiert ist, daf} die Oberfliche der Kugel
genau der Oberflidche des Rotationsellipsoids entspricht. Durch Gleichsetzen der Flachen folgt
dann fiir den mittleren Erdradius der Ausdruck

acZ /a2_ 2

1 ) . c
R=— |a" + ————=arsinh —— =6371,0 km,
ﬁ\/

Va* = c

der konsistent ist zum Wert der Volumina-Gleichsetzung. Auch ohne die Abweichung von der
Kugelgestalt zu kennen, 148t sich das Verhaltnis von grof8er Halbachse und mittlerem Erdradius

durch Eliminierung von ¢ = R*/a” im Ausdruck

R’ = l[ 2 ac” arsinh —a2 < j

1k +—T2_c2 y

bestimmen. Setzen wir in die so erhaltene Relation
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2a d’ R’ a’—R°
R R Jg°—RS R’

die Variable x =a/R ein, erhalten wir eine implizite Gleichung der Form

7x)= arsinh v/ x° —1
Vxt -1

die nur numerisch geldst werden kann. Ersetzen wir noch den Area Sinus hyperbolicus durch
den natiirlichen Logarithmus, konnen wir dquivalent dazu schreiben:

ln(\/x6 -1 +x3)
\/x6 -1

Diese Funktion ist in Abb. 2 graphisch dargestellt:

+x° =2x=0,

+x°=2x=0.

f(x)=

/

1.0 0.5 ' 0.5 1.0

Abbildung 2. Die Funktion f besitzt eine Nullstelle am Ort der normierten groBen Halbachse des Erdellipsoids

Da die Nullstelle in der Ndhe von x =1 liegt, konnen wir die Potenzreihenentwicklung des
Logarithmus bis zur ersten Ordnung verwenden, d.h.

ln(\/)c6 -1 +x3)z Nxl=1+x*—1.

Damit vereinfacht sich die obige Gleichung zu

3

flx)=1+ x3+i+x3—2x=0
X

mit der reellen Wurzel x =1. Diese Ndherung ist allerdings in unserem Fall unzuléssig, weil
wir ja nicht die Kugelgestalt der Erde bestimmen wollen, sondern ihre abgeplattete Form. Man
kommt also um ein Newton-Verfahren nicht umhin, wenn man den genauen Wert der Erdab-
plattung wissen will.

Um den Fehler der Flachenberechnung unter Verwendung des Erdellipsoids zu ermitteln, fiih-
ren wir im folgenden die Abkiirzung x =a/c ein. Abgesehen von der Querschnittsflache der

erzeugenden Ellipse S, = 2mac ist die Oberflidche des Ellipsoids eine reine Funktion des Ver-

héltnisses der beiden Halbachsen
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s(x):se(ﬁ i mj

Fiir die Fehlerrechnung bilden wir das totale Differential

ds = ﬁda + §a’c,
oa oc

mit dessen Hilfe sich nach dem GauB3schen Fehlerfortpflanzungsgesetz der Fehler der Fliachen-
berechnung aus den Fehlern der Halbachsen zusammensetzt:

2 2
AS = (a_sj Aa’ +(8—SJ Ac’.
oa oc

Um die Kettenregel anwenden zu konnen, bedarf es der hilfsweisen partiellen Ableitungen

o 1 _  a Ol -2
661\/612_62 (12—023, aaa ¢ ﬂaz_cz.

Damit lautet die partielle Ableitung nach der groBen Halbachse

3 3 [ 2 2
a—5:27zaz+27z ¢ l:[zj —\/ 2c 2arsinh a-c
a —c

2 2
oa a —c c

Ferner folgt mit den hilfsweisen partiellen Ableitungen

0 c? B 2ca’ - ¢ 0 \a*-c? B a’

A 2 2 32 RN
o Na® —c a>—c? de ¢ Aa* —c

die partielle Ableitung nach der kleinen Halbachse

oS va* = g ¢’ e’ 0 \a*=¢*

— = 2arsinh ——+2r —
oc c oc \a? —c? Ja? —¢? oc c
2¢d’ — . 2 _ 2
2l 264 c3arsmh a —c zcaz.
[0 _ 2 c a —c
Die auf die erzeugende Ellipsenflache
S, =2mac= I S
X+~ ———arsinh x*—1
x -1

normierten Ableitungen lauten damit
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1 6S 1

1
— — =x+——|x ————arsinhVx* —1|,
27 Oa xz—l[ Jvxi=1

2
laS 2x larsinh\/xz——— X

2m be /x2—13 -1

Ergénzen wir das totale Differential entsprechend mit der erzeugenden Ellipse, d.h.

g5 S (854 0 4\ g 1 aSda 1 3Sde)
2mac\ Oa oc 2nc 0a a 2ma Oc ¢

so ergibt sich der Gaullsche Fehler gemal

-5 (2] (52 %)

S 1 3 1
= X+—| x° -
1 ) 2_1[ [ 2
X+ arsinh Vx> —1 ( * x -1
Vxt =1

[j;__‘ll arsinh v 1 - _J (—f

o 171 | (2]

N | =

Wenn wir annehmen, da3 groBe und kleine Halbachse mit derselben Genauigkeit bestimmt
werden konnen, erhalten wir den relativen Fehler der Flichenberechnung ndherungsweise zu

2
ﬁz I ! £x+2;{x3— 21 arsinh\/xz—lD
S x4 - arsinh v x* —1 x -l Vx© -1
Vvx© -1

1

2] 2
24" 1 arsmh\/x -1- %.
;xz_l .x -1 a

In der Regel ist der Fehler bei der Flichenberechnung aber nicht durch die Rechengenauigkeit,
mit der die Halbachsen bestimmt werden kdnnen, gegeben, sondern durch die Genauigkeit der
GPS-Messung. Bei hundert Metern Genauigkeit mit ,,Selective Availability* entspricht dies
relativen Genauigkeiten der Halbachsen von

A 156786 10" baw. 26 -157313 .10,
a C

Im folgenden berechnen wir den Fehler, der sich ergibt, wenn wir das Erdellipsoid durch eine
Sphére ersetzen. Die Kugel hat die Parametrisierung

x=g(t)=Rcost, y=y(t)=Rsint
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mit den Ableitungen
¢'(t)=—Rsint, w'(t)= Rcost.
Damit ergibt sich die Fliche eines Rotationskorpers im Intervall des Polarwinkels [6,, 6,] zu

0, 0,
S =27 [y (N )+ y " ()t = 22R* [ sin tdt
6, 6,

= 27R*[- cost]; = 27R*(cos 6, — cosB, )= 47R’ sin o ;92 in 20

Das Ellipsoid besitzt in Abweichung dazu die Parametrisierung
x=o(t)=ccost, y=wy(t)=asint

mit den Ableitungen
@'(t)=—csint, y'(t)=acost.

Die Fliche des Ellipsoids in den Grenzen [6,, 6,] erhalten wir entsprechend aus

0, 0,
S = 272'J.l//(t) @ (t)+y"(t)dt = 27mIsin e sin® ¢+ a’ cos® tdt

0,

cos b, cosb,
2
=2m j \/c +( )x dx =2m~a* - c’ I S +x dx

cosb, cosb,

cosé,
2 2 |

2 2 C 2 C . Cl —C X
=mNa —c’|x >+x° +———arsinh ———— .
a —c¢ a —¢ c
cosd,

Setzen wir die Integrationsgrenzen ein, ergibt sich die Flidche eines Ellipsoidrings,

2 2 2 2
a —c¢ a —c¢
S = ;rac(cos 01\/1+ ——cos’ 6§, —cosb, \/1 +———cos’ HzJ
C C

c . Na’—c? cos6, . Na’—c’ cosb,
+ mac ———| arsinh —————————L —arsinh ——————2 |,
a’—c? c c

Fir 6 =0 und 6, = & erhalten wir die Oberfldche des abgeplatteten Rotationsellipsoids:

2

c
Va* -

2 2
S=27w{a+ arsinh a-c J
c

Der relative Fehler der Flichenberechnung, den wir begehen, wenn wir das Rotationsellipsoid
durch die Kugel annéhern, ist somit gegeben durch
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>

AS _ SEllipsoid_ SKugel
S

SEllipsoid

wobel

S Eitipsoia= mc(cos 6, \/1 + (x2 - l)cos2 6, —cos0, \/1 + (x2 - 1)0052 o, )

\/21_1 (arsinh (\/ﬁ cos6, )— arsinh (m cosd, ))
2=

~ mc(cos 6 (1 + \/1 + (x2 - l)cos2 6, )— cosd, (1 + \/1 + (x2 - l)cos2 0, ))

+mc

und
S s = 47R* s O+ sin %-6 _ 47R*| cos’ a —cos’ % :
& 2 2 2 2
Am Aquator gilt

S pitipsoia = 7ACCOS G, (1 + 1+ (x2 -~ l)cos2 0, )z 271> K cos 0,
a

S

Kugel

= 27[122(2 cos’ % - lj =27R* cos 6,

Der relative Fehler ergibt sich somit durch

g _ SEllipsoid_ SKugel —1- a_ -112-107
S SEllipsoid R

Am Pol gilt

S Bltipsoia = mc(x —cosb, \/1 + (xz - 1)0052 0, )
i forsinn (V1 J-arsin (V=1 cos )
arsinh (Vx~ —1 J—arsinh W x" —1cos@.
x* -1 2

~ 7zac(l+ x—cos6, (1 + 1+ (x* = 1)cos’ 6, ))z mc(1+x)1—-cosé,)

+mc

sowie
2 2 62 2
St = 47R” sin* = ~ 27K (1-cos8,),

womit fiir den relativen Fehler folgende Abschitzung gilt:

1 2a
AS S S X 2ac
S

_ DEltipsoid ” O Kugel _ R _q_ =5,61-10"*
SEllipsoid 1 +Xx (a + C)R ,

Bei 45° Breite verwenden wir folgende Naherungen:
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SEmpsoid: 77116’(1 +%\/x2 +lj(cos91 —cost) e~ %ﬁmc(ﬂ%\/xz +1j(492 —91)

und

S

Kugel

= 87R’ cos — cosﬂ—cosi = 87R sin Zsin %0 ~ \/EERZ(HZ -0)
8 2 2 4 4

mit einem relativen Fehler von

g — SEllipsoid_ SKugel —1- 2\/5 R_2
S SEllipsoid \/5 + \/Xz +1 ac
~1 22 e =-2,78-107",

V2+4x*+1R

In Tabelle 1 sind die ndherungsweisen Ergebnisse zusammengefalit:

Werte in km” | Pol 45° Aquator

Skuger 107,896  8742,891  12363,687
A y— 107,957  8740,460  12349,854
AS/S 561-10* -2,78-10* —1,12-107

Tabelle 1. Einige typische Werte eines 1° x 1° groBen Flachenstiicks auf der Erdoberflache

Der Fehler 14t sich noch weiter minimieren, indem wir den mittleren Erdradius R durch den

Radius R(§ ) im Schwerpunkt der zu berechnenden Fliche ersetzen:

ac C

Rlp)= =
(v) Jasinp+ccos’ g \J1-e’cos’ g

mit e=+/a’ - ¢ / a. Besser ist es jedoch, die Breite ¢ mittels ¢ =7/2—6 in eine Polarwin-
kelabhingigkeit umzuwandeln. Damit folgt

_ c _ ac
J1-é’sin’ 0 \/a2 —(a2 —cz)sinzé’

R(6)

mit

R(0)=c, R(z/2)=a, R(z/4)= J2ac R V2 R=0,9994-R.

_\/Cl2+6’2 _?\/2—62

Der dem mittleren Radius entsprechende Winkel liegt allerdings nicht bei 45°, sondern bei

2
6 = arcsin \ /XZ—RI/C =54,78°.
x —_—
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Mit den angegebenen Werten verkleinert sich der relative Fehler am Aquator auf den Wert

5 _a
S R(z/)2)

=0,

am Pol ist er geringfligig grofer:

AS 2ac c—a 3
_=1— = =17'10 .
S (a+c)R(0) c+a

Bei 45° erniedrigt sich der Fehler nochmals um eine Gréenordnung:

AS . 2\2 a . 24x’+l
V2 +x +1

S V2 +/x? +1 R(z/4)
Bei einem kreisformig angenommenen Oberflachenelement folgt damit ein radialer Fehler von

=-8,41-107".

2 2
Ar_lﬂ(r+Ar2 Vi :lﬁz_4,21_1074’
2 m 28

r

der deutlich im Subpromillebereich liegt. Diese Fehler gelten wohlgemerkt fiir ein 1°x1° gro-
Bes Flichenstiick, das abhiingig von der geographischen Breite am Aquator sehr grol und am
Pol sehr klein sein kann.

Der mittlere Radius im Intervall [, 6, ] ist dabei gegeben durch

6,

c do
6,6, ;J1-&’sin’ 0

1

RO)=5—
2 1

TR(@)d@ =

Das elliptische Integral ist leider nicht analytisch 16sbar, so da3 wir fiir kleine Differenzen
0, — 6, anstelle von

\/l—ezsinZM
2

auch die Ndherungsformel

R(#)=2(R(@)+ R(.)- ( 1 1

=— +
2\ J1-&*sin’6,  \1-¢*sin?6,

verwenden konnen. Fiir eine ausgedehnte Flache von 1° (ungef. 110 km auf dem Meridian) in
der geographischen Breite ist im Anhang ein Berechnungsprogramm angegeben.

Copyright © 2017, Manfred Hiebl. Alle Rechte vorbehalten. Seite 9



Mathematikaufgabe 127

Anhang

% Ellipsoidfehler

clear all

% Alle Winkel missen kleiner oder gleich 90° sein
theta 1 = 89;

theta 2 theta 1 + 1;

theta quer = (theta l+theta 2)/2;

Delta theta = theta 2 - theta 1;

X = ['theta mean = ', num23tr(theta_quer),'°; Delta theta ="',
num2str (Delta theta),'’'];

disp (X)

theta 1 = theta 1/180*pi;

theta 2 = theta 2/180*pi;

theta quer = theta quer/180*pi;

Delta theta = theta 2 - theta 1;

oe

Grohke Halbachse in km
= 6378.1370;
Kleine Halbachse in km

©

o

c = 6356.752314;

5 R = (a”2*c)"~(1/3);

% Mittlerer Erdradius in km

R = 6371.0008;

e = sqrt(a®2-c”2)/a;

X = a/c;

X = ['"x = ", num2str(x),"'; e =", num2str(e)];
disp (X)

Delta a = 1.56786e-5;

S = x+1/sqrt(x72-1)*asinh(sqrt(x"2-1));

S a=x+1/(x"2-1)*(x"3-asinh(sqgrt (x"2-1)) /sqrt(x"2-1));

S ¢ = (2*x"2-1)/sqrt (x”2-1)"3*asinh(sqrt (x"2-1))-x/(x"2-1);
Delta S = sqrt(S_a”2 + S c”2)/S*Delta_a;

X = ['Delta a = ', num2str (Delta a),'; Delta S = ', num2str(Delta S)];
disp (X)

S ell 1 = pi*a*c*(cos(theta 1)*sqrt(1+(x*2-1)*cos(theta 1)*cos(theta 1))-

cos (theta 2) *sqrt (1+(x”2-1) *cos (theta 2)*cos(theta 2)))/360;

S ell 2 = pi*a*c/sqrt(x”2-1)* (asinh(sqgrt (x"2-1)*cos(theta 1))-

asinh (sqrt (x72-1) *cos (theta 2)))/360;

% Am Nordpol gilt

if theta 1 == 0
S ell 1 = pi*a*c*(x-cos(theta 2)*sqrt(l+(x"2-1)*cos(theta 2)"2))/360;
S ell 2 = pi*a*c/sqrt (x72-1)* (asinh (sgrt(x"2-1))-asinh (sqgrt (x"2-

1) *cos (theta 2)))/360;

end
$ Am Aquator gilt
if theta 2 == pi/2

S ell 1 = pi*a*c*cos(theta 1)*sqrt(l+(x”2-1)*cos(theta 1)"2)/360;
S ell 2 pi*a*c/sqrt (x72-1) *asinh (sqrt (x*2-1) *cos (theta 1)) /360;
end
S ell =S ell 1 + S ell 2;
S _sph 4*pi*R"2/360*sin (theta quer)*sin(Delta theta/2);
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% Fehler bei mittlerem Radius
S error = 1-S sph/S ell;

X = ['S ell = ', num2str(s_ell),'; S sph ="', num2str(S_sph)];
disp (X)
X = ['"R =", num2str(R),'; S error = ', num2Zstr (abs(S_error))];
disp (X)

R quer = c/sqgrt(l-e”2*sin(theta quer)"2);

S _sph = 4*pi/360*R _quer”2*sin(theta quer)*sin((theta 2-theta 1)/2);
Fehler bei Radius des mittleren Winkels

S error = 1-S sph/S ell;

o\°

X = ['S ell = ', num2str (s _ell),'; S sph ="', num2str (S _sph)];
disp (X)

X = ['R(theta quer) = ', numZstr (R _quer),'; S error =",
numZstr (abs (S_error))];

disp (X)

Fir theta 1 = 0 und theta 2 = 1 gilt:

>> ellipsoidfehler

theta mean = 0.5°%; Delta theta = 1°

x = 1.0034; e = 0.081819

Delta a = 1.5679e-05; Delta S = 2.338le-05

S ell = 108.1381; S sph = 107.8963

R = 6371.0008; S error = 0.0022359

S ell = 108.1381; S sph = 107.4142

R(theta quer) = 6356.7539; S error = 0.0066934

In hdheren Breiten verbessern sich die Fehler signifikant, z.B. nachfolgend
fiur theta 1 = 44.5 und theta 2 = 45.5.

>> ellipsoidfehler

theta mean = 45.5°%; Delta theta = 1°

x = 1.0034; e = 0.081819

Delta a = 1.5679e-05; Delta S = 2.3381e-05

S ell = 8823.4443; S sph = 8818.7412

R = 6371.0008; S error = 0.00053303

S ell = 8823.4443; S sph = 8809.3409

R(theta quer) = 6367.6043; S error = 0.0015984

Am Aquator fur theta 1 = 89 und theta 2 = 90 werden sie wieder schlechter:

>> ellipsoidfehler

theta mean = 89.5°; Delta theta = 1°

x = 1.0034; e = 0.081819

Delta a = 1.5679e-05; Delta S = 2.3381e-05
S ell = 12349.8581; S sph = 12363.6871

R = 6371.0008; S error = 0.0011188
S ell = 12349.8581; S sph = 12391.3935
R(theta quer) = 6378.1354; S error = 0.0033632
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