Mathematikaufgabe 126

Home | Startseite | Impressum | Kontakt | Gdstebuch

Aufgabe: Berechnen Sie Oberfliche und Flichenschwerpunkt eines Polygons in Kugelkoordi-
naten.

Losung: Gegeben sei ein Polygon aus stiickweise stetigen Orthodromen iiber die geographische
Lange A und Breite ¢ = 7/2—6 in den Grenzen

reli, A, 6€l8,6.,] vie{,2,...,n}

i i+l

Aufgrund der Definition des Schwerpunkts in Kugelkoordinaten

R3”sin29d9cosw R3”sin20dt9sin/1d/1
x :ljde: K % :ljde: K
TSy R[[snedar = 7' Sy R [[ sin 6d6d2
K K

mit der Oberfldche S ergeben sich durch Subtraktion von Komplementirflichen zur Ach-
telsphire! folgende Berechnungsformeln:
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wobei R der Radius der Sphire ist und z, =+ R> —x’ —y? die z-Komponente des Schwer-

punkts. Die Oberfldche erhalten wir durch Summation aller Teilfldchen unter Berticksichtigung
der Komplemente:

r i arctan Acotﬁo,
S =1 At 2 k=1 it 2 n—1 Azt Sln(i—;bio)
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1 Wir wihlen das Koordinatensystem so, daR das gesamte Polygon innerhalb der Grenzen einer Achtelsphire
liegt.
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Dabei gibt der Index £ den Umkehrpunkt der Flachenzéhlung an, ab dem die Flachen negativ
zahlen. Der Drehsinn, in dem alle n Begrenzungspunkte durchlaufen werden, sei der Gegen-
uhrzeigersinn, wobei der Punkt 1 der mit der niedrigsten Lénge ist und der Punkt £ jener mit
der groBten. Der Kreuzungspunkt der iten Orthodrome mit dem Aquator besitze die Linge

tan @ sin A, —tané,, sin 4,

i+1

tan 6, cos 4, —tan @, cos A,,,

i+1 i+l

A,; = arctan

und der Neigungswinkel der entsprechenden Orthodromen gegen die z-Achse sei gegeben
durch

i,z
b
2 2
\V ni,x + ni,y

wobei sich die Komponenten des Normalenvektors geméf den Relationen

cotf,, =

n —sin 6,,cos@.sin A, +cosb,,sin G sin 4,
n,=|n,, |=|snb, cosb cosl, —cosd, sinb cost
n. Sm 9i+1 S;n ‘91 Sm (}“Hl - ﬂ‘i)

berechnen. Die Auswertung der Oberfldche erfordert die Auswertung der bestimmten Integrale
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Mit den folgenden Summen
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erhalten wir die Polygonfldche aus der Beziehung
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wobel
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Die Berechnung des Schwerpunkts erfordert die Losung von insgesamt 6 weiteren Integralen.
Die zwei einfachsten sind gegeben durch

S 10 [ N

Aisl
sin 640 | cos Ad2 = %(sin A, —sin 4,
A

und

j'i+]

sirlzé’dé?jsinxid/l: = (~cos4,, +cosk),

7+1

S 10 [ N

wohingegen sich die beiden Untergrenzen-Integrale geméif

ot 6y,
arctan
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bestimmen lassen. Die beiden Obergrenzen-Integrale erhalten wir aus
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Wir fiihren nun zur weiteren Berechnung der Ubersicht halber folgende Abkiirzungen ein:

n-1 At % k-1 Ais1 %
V.= | [sin*Gd0cos ida, 0= [  [sin*@dOcosida,
i=l 4 0 i=l 2 arctan cot &y,
sin(A-4;)
arctan COthi
n—1 Aizi sin(A—4o;) S x
U=y | [sin’@6Ocosidd, —=>=V,-0,-U,
=S R* R
wobei fiir die y-Komponente gilt:
n—1 A 2 k=1in 2
V,=> [ [sin® 6d6sin 2d2, 0,=). |  [sin®6d6sin 2d2,
i=l 4 0 i=l 2 arctan cotfy;
sin(A—4; )
arctan COthi
1 Aist sin(A-4; ) S y
U= | [sin?@dOsinidi, —>+=V,-0,-U,.
= R R y y y
i=k p, 0

Daraus ergeben sich bereits die gesuchten Losungen:

— 2Vx_20r_2Ux ys_ley_zoy_ZUY

1
2 8,-S,-S, R 2 8,-8,-S,

mit
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n—1 _ -1 _
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- coté,. o cotd,.
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Falls die trigonometrischen Funktionen das Intervall [0, 7/ 2] verlassen, sind entsprechende
Umrechnungsformeln anzuwenden.
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