Mathematikaufgabe 125

Home | Startseite | Impressum | Kontakt | Gdstebuch

Aufgabe: Zeigen Sie, daB3 ein neuronales Netzwerk in der Lage ist, jede beliebige kinematische
GesetzmaiBigkeit nachzubilden.

Beweis: Gegeben sei eine Menge von Funktionen f(x;q,,a,,...,a,) und eine Menge von
Trainingswertepaaren (x,., y,), i=12,...,N, mit N>n Gesucht ist diejenige Funktion
F(sa,a,, ..., a,) fir welche p(f(x,)-y,)< p(f(x,)-y,) fiir alle £, wobei p ein Ma fiir
f (xi ) — yi| ist. Das von C. F. Gaul3 ausgearbeitete Ausgleichsprinzip besagt,

die Abweichungen

daf3 die Funktion

pUr(5)=2)= 3 (1))

i

einem Minimum zustreben muf. Sind die Fehler normalverteilt, entspricht dieses Prinzip der
Maximum-Likelihood-Methode. Bei einem neuronalen Netzwerk miissen wir voraussetzen,
dal} die Parameter q, (z' =12,..., n) in f'linear vorkommen, d.h.

n
f(xi; ap, dys s an)zzakfk(xi)-
k=1

Dann lautet die Ableitung der Ausgleichsfunktion
0 Y of x, X
P33 (r)- )L <23 (1)) ),
a; i=1 Oa . P

i=

und die notwendige Bedingung fiir ein Extremum ist gegeben durch

§f<x,.)fe(x,-)=ﬁiam(xi)f_,-(x%Z“kif"(x")ff("f):,-iy”f-’(x")

i=l k=1

fir j=1,2,..., n. Im Spezialfall

fk(xi)z xz‘k_l

fir k=1,2,..., n fiilhrt die Methode auf Ausgleichspolynome. Da jede analytische Funktion in

eine Potenzreihe entwickelt werden kann, 148t sie sich folglich durch ein neuronales Netzwerk
beschreiben. Die Parameterdarstellung des Netzwerks ergibt sich somit aus den » Normalglei-
chungen fiir j=1,2,...,n:

n N N

2: z: k+j—2_§: j-1
ak xi - yixi ’

k=1 i=1 i=1

die wir fiir jedes j explizit schreiben konnen als
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2@ %=
k=1 i=1

i=1

Losen wir ferner die Summation iiber k auf, ergibt sich

a1N+a22x +a32x +. +an§:xi”’1 :iyt’
i= 1 i=1 i=1

N N
n —
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N N
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Mit den Definitionen

N N
_ k+j-2 _ -1
Xjk —in . b —Zyixi
i1 P

folgt ein inhomogenes lineares Gleichungssystem mit konstanten Koeffizienten:

X X X3t X, | 4 b,
Xop Xop Xzt Xy, | Gy b,
Xy Xy Xy ot X, | a4y |=| Dy
xnl xn2 xn3 tt xnn an bn
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Dieses kann vektoriell auch geschrieben werden als Xa =b. Wegen der Regularitit von X kann

die Losung a in der Form a=X"'b angegeben werden, d.h.

a, X, X, Xy o X, b
a, 1 X, X, Xy, o X, | b
a, |= X, X X, -+ X b, |
3 13 23 33 3 || B
21 detX] . . o R
an Xln X2n X3n T Xnn bn
Mit den Adjunkten
X X2 Xk X k+1 Xy
X1 X Xk X2 k41 Xy,
— itk
X, = (_ 1) X X2 Xtk Xan Xi_in
Xivg X2 Xivtk-1 Xjrrk+t X
xnl an xn,k—l xn,k+1 xnn

ergibt sich die Determinante des homogenen Systems nach dem Laplaceschen Entwicklungs-
satz zu

Das k-te Gewicht a, erhalten wir gemédl der Formel

X 2] X

| | Xo b, X2n
ak:M(Xlkbl+X2kb2+X3kb3+"'+Xnkbn):M x.31 b.3 X35
‘xnl bn xnn

bzw. a, = D, /D. Fiir das praktische Rechnen ist es besser, die Gauische Summenschreibweise

zu verwenden, d.h. mit den Definitionen fiir Afache Potenzen von x,
k < k k X k
Pl wa [el=Ee,
i=1 i=1

146t sich der obige Ausdruck {ibersichtlicher schreiben als
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v ] e Ye) (D]
B ] o ] e | DAl
x| X [x4] [x":”] a.3 = [y)'cz]

] 0] 6] - ) ()

wobei wir noch die Abkiirzungen N = [xol [x]= [x'], [v]= [yxo] und [yx]= [yx'] verwendet

N

haben. Im Falle, daB3 die x-Koordinate einer gewohnlichen Zeitabhangigkeit entspricht, zeigen
wir nun an einem einfachen Beispiel, dal das neuronale Netz die exakte naturgesetzliche Ab-
hiangigkeit herausfindet. Das setzt allerdings voraus, da3 unsere Trainingswerte moglichst ge-
nau gemessen wurden.

Betrachten wir z.B. den Fall eines schiefen Wurfs, fiir den das Weg-Zeit-Gesetz
: 1,
J’(ti): Yo tvpsSma -y _Egti

gilt. Mit n =3 und x =¢ lautet die Ausgleichsfunktion

3
f(ti; a,, a,, a3) = Zakl‘z‘k_] =a, ta + a3t1'2’
k=1
und die konstanten Koeffizienten sind gegeben durch

. 1
a, =y, a,=v,sina, a, :—Eg.

Das neuronale Netzwerk hierzu sieht wie folgt aus:

N Plyay (D]
[ 1] el e |=| D)
Pl el elle) (be

wobei
[tk]=ﬁ‘,t;" und [ytk]=iy,-f,-"-
i=1 i=1

Die Abbildung besitzt die Determinante

N O[] P
D=[[r2]] H F NPT PR X T)

t

und die drei Koeffizientendeterminanten sind gegeben durch
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Mit diesen Hilfsgroen konnen wir sofort die Gewichte des neuronalen Netzwerks angeben:

Seien etwa a = 7/4, v,=10m/s, y,=2m und g =10 m/s’. Fiir diese Konfiguration trainie-

ren wir nun das Netzwerk in Abstinden von 1/10 s im Intervall [0, 2] mit N =21 MeBwerten.

Das ergibt folgende Trainingsgleichung:

st

Die Koeffizienten werden mit dem im Anhang gelisteten Programm bestimmt. Sie lauten
a=2, a,=7,071, a;=-5

qed

Anmerkung: In einem unbekannten, zeitlich verdnderlichen System miissen also, um das Sys-
tem zu trainieren, aus dem gegebenen Szenario hinreichend viele MeBwerte entnommen wer-
den, damit die Gewichte hinreichend gut bestimmt werden konnen. Sind die Gewichte anschlie-
Bend bekannt, kann die zugrunde liegende physikalische GesetzmiBigkeit extrapoliert werden.
Man koénnte damit z.B. herausfinden, wohin ein ungelenkter ballistischer Korper fliegt, und
diesen abfangen. Ein aktiv gelenkter Flugkdrper mull nach jedem groferen Lenkausschlag er-
neut in Echtzeit trainiert werden, da die obige Minimalbedingung einem vollig anderen Weg-
Zeit-Gesetz gehorcht.! Ein intelligentes Netzwerk sollte aber in der Lage sein, solche Anderun-
gen zu durchschauen und sich davon nicht beirren lassen.

1 Es hat dem Hasen in der Evolution zum Uberleben verholfen, daR er Haken schlagen kann.
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Anhang

[

% Determinanten
clear all

N = 21;

% Trainingswerte

for j=1:N

for i=1:N
t(i) = (i-1)*2/(N-1);
y(i) = 2+5*sqrt(2) (1)—5*t(i)A2;
yb(i) = y(i)*t(i);
yt2 (i) = y(i)*t(i)"2;
t2 (1) t(i)"2;
t3(i) = t(i)"3
td (i) t(i)~4;
end

end

% Summen

t 0 =N

t 1 = sum(t)

t 2 = sum(t2)

t 3 = sum(t3)

t 4 = sum(t4)

yt 0 sum (y)

yt 1 = sum(yt)

yt 2 = sum(yt2)

% Determinanten

D = t 0% (t_2*t_4-t 372)-t_1*(t_1*t 4-t 2%t 3)+t 2% (t_1*t 3-t 2°2)
Dl = yt 0*(t_2*t 4-t 372)-yt 1% (t_1*t 4-t 2%t 3)+yt 2% (t_1*t 3-t 2°2)
D2 = -yt 0*(t 1%t 4-t 2*t 3)+yt 1*(t 0%t 4-t 27°2)-yt 2% (t 0*t 3-t 1*t 2)

D3 = yt 0*(t_1*t 3-t 272)-yt 1*(t_0*t 3-t_1*t 2)+yt 2* (t_0*t 2-t 172)

% Gewichte

al = D1/D
a2 = D2/D
a3 = D3/D

>> determinanten
0 =21

1 21.0000
2 = 28.7000
3

4

= 44.1000

= 72.2666

= 46.9924
= 24.4396
yt 2 = 7.9011

D = 362.7362

Dl = 725.4724
D2 = 2.5649e+03

O
t
= o
([

D3 = -1.8137e+03
al = 2.0000
a2 = 7.0711

a3 = -5.0000
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