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Aufgabe: Berechnen Sie Oberfliche und Flichenschwerpunkt eines allgemeinen Kugeldrei-
ecks.

Losung: Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit plazieren wir das Dreieck so in einer Vier-
telsphédre, daB einer der Eckpunkte am Nordpol aufgehéngt ist und die beiden Katheten lédngs
eines Meridians verlaufen. Dann liegt die Hypotenuse auf einer Orthodrome (siche Abb. 1).
Durch zwei Drehungen kann jedes beliebige Kugeldreieck in das beschriebene transformiert
werden.

Abbildung 1. Allgemeines, am Nordpol aufgehangtes Kugeldreieck

Der Normalenvektor senkrecht zur Orthodromenebene lautet

n, —sin 6, cos@, sin A, +cosd, sin 6, sin 4,
n=|n,|=| sin6,cosb cosl, —cost,sin b cost |
n. sin @, sin 6, sin (4, — 4, )

wobei A, und 4, die beiden Léngengrade sind, die das Kugeldreieck begrenzen. 6, ist der

Polarwinkel, um den die Ebene, in der die Orthodrome verlauft, gegen die z-Achse gekippt ist.
0, ist seinerseits definiert durch den Tangens der geographischen Breite ¢:

cotd, = tan[% - HOJ =tang = e

J+n
womit die Gleichung der Orthodromen folgende Gestalt annimmt:

cotd, _ arctan cotd,

O\A) = arcsi — .
@ arcsm\/smz(/l—/lo)+cot290 sin (24, )

Fiir 4, = 4,, wobei 0< 4, < 7/2, ergibt sich daraus der Polarwinkel
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cotd, V4

6 =0 = i _
=0() arcsm\/sinz(/L—ﬂ,o)+cot200 2’

und im Falle 4, = A, + /2 folgt der zweite Polarwinkel zu

cotd .
———2 =arcsin cosf, = z_ 6, =
J1+cot’ 6, 2

Allgemein berechnet sich der Flicheninhalt S eines allgemeinen Kugeldreiecks aus dem Dop-
pelintegral

0, = 6(4,) = arcsin

-lk'| 3

cotf,

2zqar°tansin(/1—ﬂo) . 2/?2 1 a'Cta“Si:(o;tf;O)
HdS =R ! ! sin 6d6dA = R ﬂ—ml da.

Die innere Integration tiber @ fiihrt auf ein gewohnliches, einfach zu 16sendes Integral:

22.2 zﬂz 1 s A sm(ﬂ—/lo)
S=R [di-R*| dA=R%h -4 -] dAt.
4 4 1+M z \/Sll’lz(ﬂ, - 2’0)+ COt2 00
sin*(1-4,)

Mit den Substitutionen x =1 — A4, und y =cosx folgt
Ay =Ag

S=R2{/1221 [ sin x dx}=R2{/1211+

222 AJsin? X + cot? 6,

cos(2y =2y

1 dy
COS(A,%)\/] +cot’ 6, -y’

cos(4, —4¢)
=R*(A,— 4 )+ R’ arcsin ——2— ,
J1+cot’ 6,

woraus sich die Oberfldche des allgemeinen Kugeldreiecks zu

cos(/l1 710)

S = R*(A, — A, +arcsin (sin , cos(1, — A, ))—arcsin (sin §, cos(4, — 4,)))
ergibt. Fiir 4, = 4, und 4, = A, + 7/2 betrigt die Fliche S = R*(z/2-6)).

Der Schwerpunkt des allgemeinen Kugeldreiecks ist definiert durch die Doppelintegrale

cotd, coté,
arctan— arctan—
R % Sm(/ljﬂo) R % Sm(i‘*ﬂo) ‘
X =—I jsmzﬁdﬁcosﬂdﬁ., V. =—I Ismzé?dﬁsm/ld/i,
BN 4 0 S8 4 0

wobei das Integral iiber den quadratischen Sinus einfach zu I6sen ist:
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ot

arctan— -0 cot 0,
sin(A-2,) arctemSirl }y—ol
[sin? 9d9:l{9— tan02 } (=)
0 2 1+tan” @ |,
_ 1 tan 0t6 1 cot@sin (A-1,)

sin(A—-4,) 2sin’(A-4,)+cot’ 6,

Damit erhalten wir die x- und y-Koordinate des Schwerpunkts aus einer reinen Integration liber
die geographische Lénge:

. _3]3 arctan _0t0 coté’ sin(1—4,) cosAd
’ ; sin(1—4,) sin*(1—4,)+cot’ 6, ’

) _3]3 arctan 00 cot@ sin(4—4,) <in AdA
b8y sin(A—4,) sin*(1—4,)+cot*f,

Mit Hilfe der trigonometrischen Beziehungen
cosA =cos(1— 4, + /10) = cos(/l - ﬂLo)c:osﬂ0 - sin(i - /10)sin Ao
sin A =sin(1— A, + 4, ) =sin(4 - 4, )cos A, +cos(A — 4, )sin A,
konnen wir entsprechend umformen, so da3 wir insgesamt 8 Integrale zu 16sen haben:

A

PR
2—5)@ =cos 4, Iarctan#%cos(i -4 )dxl —sin 4, J‘arctan%sin (l -4, )a%
.2
—cos A, cotf, J-sm ﬂ A )COS(/I A )d/1+sm/10cotl9 I (l A )
(A= 2,)+cot’ 6, (/1 A, )+ cot® 6,
bzw.
25 t t4 t t4
o3 Vs =cos 2o J. arctanhsm (A =2, )dA +sin 4, Iarctan%cos(ﬂ — J, )dA
)
—cos 4, cotd, I n*(A—4) dA —sin A, cotd, J~s1n (2~ )eos(2— A )d/”t
(/1 A, )+ cot” 6, 2(A—A,)+cot’ 6,
Durch Drehung um A, ergeben sich neue Integrationsgrenzen:
Ay =2y A =2o
gxs =cos, I arctan C(_)t % cosxdx—sin 4, j arctan C(_)t % sin xdx
R PR sin x aa, sin x
. Ay =4y 2
sin xcosx . sin” x
- to, dx t6, dx,
cosAyco I sin” x + cot” 6, X+ sin A coty -[ sin” x + cot” 6, ’

=2y Ao
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Ay =2 Ay =2

28 o cotf, . o cot 6,
— ), =c0s/, I arctan ——sin xdx + sin 4, I arctan ——cosxdx
R ala, sin x ala, s x

A=y . 9 FREYN .

sin” x . sin xcosx
—co0s A, cotf, j. — s—dx —sin 4, cot, I — —dx,
L7, sin“ x+cot” 6, L0, sin”x+cot” 6,
1 0 1 0

und durch geeignete Substitution des Sinus folgt weiter:

tan @, sin(4, — 4y ) 2y =g

28 1 : cotf, .
— X, =C0s 4, cot, _[ arctan —dx —sin A, I arctan ——>sin xdx
tan @, sin(4, —4q ) X A= Sm x
tand, sin(/l2 -4) x . A =% Sin 2 X
—cos A, cotf, s—dx +sin 4, cot 6, I — —dXx,
tandy sin(h 1) ¥ +1 PR} x+cot” 6,
Ay =2 tan 6, sin(A4, -4,
28 s cotd, . . heintsa o) 1
— ¥, =C0s/, J. arctan———sin xdx+ sin 4, cot 6, I arctan —dx
R A= S x tan @, sin(4, =4 ) X
Ay =4 . tan @, sin(A4, -4,
2~ %0 sz X ) o sin(4,~4)
—cos A4, cotf, I — 5—dx —sin 4, cot 6, 5—dX.
5,04, S x +cot 6, ety sin(iy —1g) % +1

Mittels partieller Integration kdnnen wir eines der Integrale in eine 16sbare Form iiberfiihren:

=2 =2 2
cotd, . cos” x
arctan ——2sin xdx =—cot6, I — —dx
e sin x 42, SN 7 x+cot”
cot6, cot 6,
—cos(A, — 4, Jarctan ——2— + cos(4, — A, )arctan — L
sin(4, —1,) sin(4, - 4,)

so daB sich unsere Integrationen weiter vereinfachen:

ZS tand, sin(/l2 ~4) 1 2~ COSZ X
— X, =C0s 4, cotd, J- arctan —dx + sin 4, cotd, I —5 5 dx
tan 6, sin(4, — 1, ) x A= sm” x + cot 00
tan @, sin(4, -4, ) X Ay =g sin 2 x
—cos A, cotf, j s—dx +sin 4 cot 6, I — S—dx
tand sin(,—2,) X +1 PROR x+cot” 6,
. cotf, cotf,
+sin ﬂo(cos(}tz — J, )arctan ——2— —cos(4, — 4, Jarctan —Oj,
Sm(lz_io) Sm(ﬂh_/lo)
Ay =2 tan 6, sin(4, -4, )
28 " cos’x : ! ’ 1
— ), =—C0s 4, cotd, I — s—dx +sin A, cotd, J. arctan —dx
R A= sm” x +cot 90 tan 6, sin(4, 4 ) X
Ay =4 sin 2 ¥ tan @, sin(4, -4, )
—cos A, cotf, I — s—dx —sin 4, cot s—dx
202, SN X+ cot 6, andly sin(iy 1) ¥ +1
cotf, cotd
—cos /10(005(22 — J, Jarctan ——2— —cos(/, — 4, Jarctan —O]
sin (4, - 4,) sin (4, 4, )

Diese Ausdriicke gruppieren wir entsprechend um:
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an @, sin(4, — 4y ) Ay =2,
28 e 1 . ° dx
— X, =C0s 4, cotd, arctan—— ———ldx+sin A4y cotl, | —5————
Lo tan 6, sin(4, — 1, ) x x+l1 FRR sin”~ x + cot 90
: cotd, : cotd,
+cos(4, — 4, )sin A, arctan ———2— — cos(4, — 4, )sin A, arctan ———2%—,
sin(4, = 4) sin (4 = 4)
28 tan @, sin(4, -4, ) 1 X Ay =2 1
— Y, =sin A4 cot, arctan — — ——— |dx — cos 4, cotf, I — —dx
R (o sin(iy 1 ) x x +1 522, ST X+ cot 6,

—cos(4, — 4, )cos 4, arctan.a:;eo +cos(4, — 4, )eos A, arctan — cotd,
sin

_/10) sm(&—/lo)'

Das erste der beiden noch verbliebenen Integrale ist elementar 16sbar,

tan @, sin(4, -4 )
{ x x +1

arctanl S }dx = tan 6, sin (1, — A, )arctan — cott,

’ Sm(ﬂz_/lo)

tand, sin(/{] ) )

. cotd
—tan -4 0
tan 6, sin (4, O)arctans. -1

und das zweite hat ebenfalls eine einfache Losung:

A 1

A%
. tan x
——5——————dx = tan @, sin 6| arctan
sin” x +cot” 6,

Py cos b, -

= tan 6, sin 6| arctan M _arctan 20A %) (=) ,
cosd, cosd,

Damit erhalten wir schlieBlich die Beziehungen

28

F tan(ﬂu2 - /10) _ arcta

x, = sin 4, sin ,| arctan
cosb, cosb,

o 1a0(% — zo)j

cotd
n(A — A A A, — A )sin A tan —————>——
+(sm( , 0)cos 0+cos( ) 0)sm 0)arc an sin(ﬂz—ﬂo)

—(sin (4, — 4, )cos A, +cos(4, — A, )sin 4, )arctan,cLeo,
sm (Al — 4 )

28

tan(2, — 4,) tan(4 — 4
B

—cos 4, sin 6| arctan ————* —arctan —————
cosé, cosd,

_ ) cotd,
_ -1 A, —sin(A, — 4, A tan——>—
(eos  u)eos, sin(2y A i o€

+(cos(4, — 4, )cos A, —sin (4, — 4, )sin /lo)arctan_cLao,
sin (4, — 4, )

und aus den Additionstheoremen
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cos A = cos(A — 4, )cos A, —sin (1 — 4, )sin 4,
sin A =sin (4 — A, )cos A, + cos(A — 4, )sin A,

folgen fiir 4, 4, > 4, die gesuchten Schwerpunktkoordinaten

.= R sin 4, sin 6, (arccot(cos @, cot(4, — 4, ))—arccot(cos 6, cot(4, — 4, )))
* 2 A, —A +arcsin(sin §, cos(4, — 4, ))— arcsin Esin 6, cosEﬂ1 - A );
N R sin Ayarccot(tan 8, sin (A, — 4, ))—sin Aarccot(tan 8, sin (4, — 4,)
2 A, — A +arcsin(sin 8, cos(4, — 4, ))—arcsin (sin 8, cos(4, — 4,)) ’

R cos 4, sin G, (arccot(cos 8, cot(1, — A, ))+ arccot(cos b, cot(4, — 4, )))
2 A, — A +arcsin(sin 6, cos(1, — 4, ))—arcsin (sin 8, cos(4, — 4, ))
_Rcos Jyarccot(tan 6, sin (4, — A, ))— cos Aarccot(tan 8, sin (4, — 4, ))

2 A, — A +arcsin(sin 6, cos(1, — 4, ))—arcsin (sin 6, cos(4, —4,))

Vs =~

Mithin erhalten wir fiir 4, =4, und 4, = 4, + 7/2 elementare Losungen:

xvzﬁ cos%—msmﬂo ,
S22 7w —26,

y, = g{sm A, + mcos%}

7 —20,

Der radiale Schwerpunktabstand ist somit gegeben durch die Wurzel aus der Summe der Be-
tragsquadrate

P . 2 2
x? =Rj[cos2 A —M(l—sin 90)+M(l—sin 90)2}

7 —26, (z-26,)
R . zrsin 24, . 7’ cos® A PR
2_2 2 227 01— Z 2 (1=
Vs 2 (sm Ay + 7-20, ( sm00)+ (72'—290)2( sm@o) J,

d.h.

) (z-26,)

R \/1+ 7 (1=sin6,f

Dieser Ausdruck ist erwartungsgemiB unabhingig vom Drehwinkel A,. Fiir 6, = 7/4 sind die

Schwerpunktkoordinaten gegeben durch

N

X =§ cos 4, —(2—\/§)sin /101

Y, =§ sin A, + (2—\/5)005/10]

Damit reduziert sich p, auf den Ausdruck
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0. =§\/1+(2—\/5)z =§\/7—4\/5 zg,

was einem Polarwinkel von

6. = arcsin % = arcsin , /% —2 =354°

entspricht oder einer geographischen Breite von 54,6°. Fiir 4, =0 erhalten wir die Koordinaten

X =1R :R(l_lﬁj’ z, =2 RV42 -3 ~ 23R,
2 2 2 2
mit
A = arctan(Z — \/E)z 30,4°.

Im Falle A, = /2 lautet unser Ergebnis

X, :—R(l—%ﬁ} ¥, :%, z, :%R\/4\/5—3,

wobei im 2. Quadranten gilt:

1
22

s = ;r —arctan

X

s

A, = —arctan ~120,4°,

was zeigt, da3 eine Drehung um 90°, bei der die Phase berticksichtigt wird, zum selben Ergebnis
kommt wie im drehungsfreien Fall.

Fiir 4, = 7/4 ergeben sich schlieBlich die Werte
P R

mit einer Lidnge von

3.2

)
2-\2

A, = arctan ~75,4°, dh. A -A1,=30,4°.

Wenn der Schwerpunkt einer exakten Vierteldrehung mit A, =45° bzw. x, =y, entsprechen
soll, miiBte die Drehung um

V2 -1
3-42

A, = arctan ~14,6°
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ausgefiihrt werden. Bedauerlicherweise besitzt das allgemeine Kugeldreieck keine einfachen

Winkel zu den entsprechenden Schwerpunkten. Das gilt auch, wenn man den spitzen Winkel
am Nordpol authédngt.
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