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Aufgabe: Berechnen Sie Oberfldche und Flachenschwerpunkt eines rechtwinkligen Kugeldrei-
ecks.

Losung: Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit plazieren wir das Dreieck so in einer Vier-
telsphire, da eine Kathete auf dem Aquator verliuft und die andere lings eines Meridians.
Dann liegt die Hypotenuse auf einer Orthodrome (siehe Abb. 1). Durch zwei Drehungen kann
jedes beliebige rechtwinklige Kugeldreieck in das beschriebene transformiert werden.

Abbildung 1. Rechtwinkliges, um die z-Achse gedrehtes spharisches Dreieck

Der Normalenvektor senkrecht zur Orthodromenebene lautet

n, —sin @, cos @, sin 4, +cosé, sin G, sin 4,
n=|n,|=| sin6,cosb cosl, —cosb,sin g cost |
n, sin 6, sin 4, sin (4, —1,)

wobei 4, und A, die beiden Léngengrade sind, die das Kugeldreieck begrenzen, und 6, der

Polarwinkel, um den die Ebene, in der die Orthodrome verlauft, gegen die z-Achse gekippt ist.
Der Polarwinkel seinerseits ist definiert durch den Tangens der geographischen Breite ¢:

cotd, =tan(§—t90jztango= i

2 2’
NSRS

womit die Gleichung der Orthodrome folgende Gestalt annimmt:

cotd, _ arctan cotd,

0(1)= arcsin —_— .
Jsin2(4 - 4)+cot? 6, sin(2— 4, )

Fiir 4, = 4,, wobei 0< A, < 7/2, ergibt sich daraus der Polarwinkel
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cotd, V4

6, = 6(1 ) = arcsi _Z
=0() arcsm\/sinz(/L—ﬂ,o)+cot200 2

und im Falle A4, = A, + /2 folgt der zweite Polarwinkel zu

cotd,

J1+cot’ 6,

Mit den Betragsquadraten des Normalenvektors in radialer und polarer Richtung, i.e.

0, = 6(4,) = arcsin = arcsin cosf, = % -6, =

-lk'| 3

n} +n’ =sin’ 0, cos’ 6, +cos’ 6, sin* 6, — 2sin 6, cos 6 cos b, sin 6, cos(A, — 4,),
n? =sin’@,sin” G,sin*(1, - 1,),

ergeben sich folgende Skalarprodukte mit den entsprechenden Einheitsvektoren:
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Allgemein berechnet sich der Flacheninhalt S eines rechtwinkligen Kugeldreiecks anhand des
Doppelintegrals

A % ‘ A 1 %
”dSz 2] jwwo sm&d@d/I:Rzﬂ—m} . da.

A arctan arctan—

sin(A—4y) sin(2-4)

Die innere Integration tiber @ fiihrt auf ein gewohnliches, einfach zu 16sendes Integral:

S:RzT 1 dA:RZ]E sin(£— /)
Ay cot’ 6, 3 fsin?(1— 4, )+ cot 6,
sin*(4—4,)

Mit den Substitutionen x =1 — A4, und y =cosx folgt ndmlich

=2

S =R?

cos(Ay =2y 1
dx = —R2 dy
A= \/Sln * x +cot’ 00 cos(2 —4) \/1 +cot’ 90 - yz

cos(4, -4 )
= Rzlarcsin ¢] ,

J1+cot’ 6,

woraus sich die Oberfliche des rechtwinkligen Kugeldreiecks zu

sin x

cos(/lI -y )

S= Rz(arcsin (sin 6, cos(ﬂ1 -4 )) —arcsin (sin 6, cos(/i2 -4 )))

ergibt. Fiir 4, = 4, und A, = 4, + /2 betrigt die Fliche S = R*6),.
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Der Schwerpunkt eines rechtwinkligen Kugeldreiecks ist definiert durch die Doppelintegrale

a

R? A 2 .
j jsm 0d0cosidA, y,=-—[  [sin’@d0sin AdA,
11 . cot 6, S A cotd,
arc an (ﬂ ﬂo) arctan (ﬂ, ﬂo)

wobei das Integral liber den quadratischen Sinus einfach zu I6sen ist:

7 =
[sin*ad0 =1[9——tan6; }2
cotd, 2 1+tan” 6 arctanAcmie0
arctansin(ﬂ_ﬂo) sin(A-4g)
1 cotd, 1 cotd, sin (1 — 4,)

sin (A — ;t) 2sin’(1—4,)+cot’ 6,

Damit erhalten wir die x- und y-Koordinate des Schwerpunkts aus den Integrationen

34

xs:R—J' Z—larctan ‘cotﬁo +l cotysin (4~ 4,) cos AdA,
si4 2 sin(A—24,) 2sin*(1-4,)+cot’ 6,
312

v, = R J'——lactan 'cotHO +l cotGysin(d — 4) sin AdA.
sS4 2 sin(A—4,) 2sin*(1-4,)+cot’ 6,

Mit Hilfe der trigonometrischen Beziehungen

cosA =cos(A — A, + 4, )= cos(A — A, )cos A, —sin (4 — A, )sin 4,
sin A =sin(A -4, + 4 ) =sin (1 — 4, )cos A, +cos(A — 4, )sin A,

konnen wir entsprechend umformen und haben somit insgesamt 12 Integrale zu losen:

A

28 cotd,
PR (sm A, —sin 4, )—cos 4, Iarctanmcos(/l — Ay )dA
Ay
+sin }toj.arctan : cotdy sin (4 — A, )dA + cos A, cot @), J-sm (22 )COS(Z_/O)a%
sm(ﬂ—/io) 2(1—4,)+cot’ 8,
—sin 4, coté, I in*(A~4)
,1 A, )+ cot’ 6,

bzw.
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28 pia g cotd, .
Fys 5 (cosﬂ1 - cos/12) cos 4, J:arctanmsm(i - /”Lo)d/l
PR in?
) cotd, A=A
—sin /10 Iarctanmcos(ﬂ ﬂo)dﬂ + COSﬂ, COtH J- (i (ﬂ )+ ggtz 90 dA
sin (41— 4,)

+sin 4, cot 6, J. cos(A — 4, )dA

A—A )+cot’ 8
in*(1-1,) b

Durch Drehung um A, ergeben sich neue Integrationsgrenzen:

28 x s ot6,
— X, = (sm A, —sin 31) cos A, j arctan — 2 cos xdx
R 2 ala, sin x
s cot 6, B sinx
+sin 4, J. arctan <20 sin xdx -+ cos 4, cotd, I S—cosxdx
At sin x Al sin” x + cot” 6,
A=A 2
sin” x
—sin A, cot6, _[ dx,
T sin” x + cot” 6,
Ay—2
28 Vs e cotd, .
— ), = = (cos A, —cos,)—cos, I arctan ——2sin xdx
R 2 ala sin x
A =% =2 = 2
cotd, sin” x
—sin A, '[ arctan % cosxdx+ cos A, cotb, J‘ — s—dx
At sin x 424, ST X +cot” 6,
e sin x
+sin A, cotd, I — s—cosxdx,
L2, sin” x+cot” 6
1 0
und durch geeignete Substitution des Sinus folgt weiter:
28 tan 6, sin(4,~7)
— X, = (sm A, —sin /11) cos 4, cotf, j arctan —dx
R 2 Lo X
tan@osm(/ll AO) ( )
A=Ay tan @, sin(A, -4
cotg, X
+sin A, j arctan ——sin xdx+ cos 4, cot 6, S—dx
Ao sin x tan 6y sin(4—4) +1
)
sin” x
—sin A, cot g, I dx,
sin” x +cot’ 6,
Ay =4
28 e otg, .
— ), = (cos/i1 - cosﬂz) cos 4, I arctan - sin xdx
R 2 PR sin x
tan @, sin(4, -4y ) Ay =2 sin ) x
—sin 4, cotd, I arctan—a’x+ cos 4, cotd, '[ — s—dx
tan 6, sin(4, -1, ) X =2 s " x + cot 90
tan @, sin(4, 710)
+sin A, cotd, dx.
tand, sm(/ll ) x + 1

Nun kénnen wir mittels partieller Integration wie folgt umformen:

Copyright © 2017, Manfred Hiebl. Alle Rechte vorbehalten. Seite 4



Mathematikaufgabe 122

PN PN

cotd, . cos’ x
arctan——"sin xdx = —cot6, ————5—dx
ala sin x 5,2, SN X+ cot o,
coté cot6,
—cos(4, — A, Jarctan ———C— + cos(4, — 4, )arctan ——¢
sin (4, - 4, ) sin (4, — 4, )

womit sich die Integrationen weiter vereinfachen:

28 T tan @, sin(4, — 4y ) 1 .
3 s = =(sin 4, —sin 2, )— cos 4, cot 6, I arctan — — — x
ke 2 tan 6, sin(4, -4, ) x x"+1
Ay =4
—sin A, coté, I — ! —dx
40, ST X+ cot” 6,

coté coté
—sin A A -4 ta o _ - A tan ———2—
sin O(COS( , O)arc nsin(ﬂz—lo) cos(ﬂ1 O)arc nsin(&—/io)}

28 T tan 6, sin(4, -4, ) 1 X
=y, = —(COSﬂl —cos A, ) —sin A, cotd, (arctan ——— jdx
R 2 tan 6, sin(4, — 4 ) x x +1
12 7]“0
1
+ cos A, cotd, I dx

s 2 2
42, 8" x+cot” 6,

cotd cotd,
A A=A tan ————2— — - A tan ——2— |.
+ cos O(cos( , 0)arc an o (/12 - /10) cos(ﬂ1 0)arc n o (ﬂq - /Io)j

Das erste noch verbliebene Integral ist elementar losbar,

tan 6, sin(4, 4y ) cot 8, /sin(A,~Ag ) 5 Teotby/sin(2~2)
arctanldx:— arctaznyd :[larctany+llnl+§) }
tan @ sin( 4~y ) X cot Gy /sin( 44 ) y y 2 y cot 6y /sin(4—4)
1 sinl,~4) 1 an @, sin(4,—4 ) 1 1+ tan2 6, sin 2(22 -1 )
= tan Qo[xarctan—} +—[ln(x2 )]:an;sinu%) =—In L 0
X sin(a-) 2 o 2 1l+tan” g,sin (/11 —AO)

+tan 6,| sin (4, — 4, Jarctan ,CL&O in(1, -2 )arctan _coth
sin (4, 4, )

in (4~ 4)
und das zweite hat die Losung

tan@y sin(4, 4y )

xdx 1[1n( )]:aneom(?_jj) lln1+tan20()sinz(lz—/10)

x +1 an@osin( 1~ A

) 727 I+tan? (90sinz(ﬂ1 —2,0)

tan@, sin(4—4)

Die Differenz aus beiden liefert das iibersichtliche Ergebnis

tan @, sin(4, -4, )

X
cotd, J. (arcsm 5 ]dx
tan @, sin ﬂ] ;vo \/X + 1 X+ 1

. cot 6, cot 6,
- — 2 )arctan — 2% _ ) O
sin (ﬂ,z 0)arc an 5 (/12 ~ /10) sin (il O)arctan " (/?1 _/10)
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und auch das letzte noch verbliebene Integral kann elementar ausgefiihrt werden:

1
sin? x + cot? o,

=3sin Ho(arctanM —arctan tan(ﬂ,l - lo)j

cosf, cosf,

b=
. tan x
cotd, J. dx = sin 6,| arctan
costy |, .

Damit erhalten wir schlieBlich die Beziehungen

gxs = E(S]Il j“2 —sin //{1 ) —sin /10 sin Ho(arctanw —arctan MJ
R 2 cosd, cosd,
(Sln (/12 A )COS/I + cos(ﬂ2 A )sm A )arctan&
in (2, — 4)
cotf,
A Ao A A tan ——— 0
(sm (/11 )cos + cos(ﬂ1 )sm )arc n (11 ) )
28 7 . tan(4, — 4,) tan(4, — 4,)
— V= —(cosﬂl —cos4, ) + cos 4, sin | arctan ————* —arctan ————~
R 2 cosf, cosd,
+ (cos(ﬂ2 -4 )cos A, —sin (ﬂ,z -4 )sin Ay )arctan 'CLGO
sm (2‘2 - io)
—(cos(4, — 4, )cos A, —sin (4, — 4, )sin 4, )arctan_cho,
Sin (]1 -4 )

und mit den Additionstheoremen

cosA =cos(A— A, + 4, )= cos(A — A, )cos A, —sin (4 — 4, )sin 4,
sin A =sin(A -4, + 4, ) =sin (1 — 4, )cos A, +cos(A — 4, )sin A,

folgen mit beiden Integrationsgrenzen die iibersichtlicheren Ausdriicke

1 7
. =—R —(sin 4, —sin
BTt 2 2 A)
- LR3 sin A,sin 6, arc‘[anM —arctan —tan(A — AO)
28 cosd, cos0,
- LR3 (sin A arctan‘ch0 —sin A, arctan — cotd, }
28 sin (2, - 4,) sin(4, — ;)
Y _LlpZ (cos A, —cos )
28 2
+ LR3 cos A, sin 6, arctanM —arctan —tan(/L —/)
28 cosd, cos 6,

* LRS cos, arCtan,CLgo —cos 4, arctan_cL@O i
28 sin (4, — 4,) sin(4, - 4,)
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Die obigen Additionstheoreme erlauben ferner eine einheitliche Differenzwinkelnotation:

Xy = %RS(g (sin (/12 — ﬂo)cos/lo + cos(/lz — /lo)sin Ao )j
- %R{% (Sin (11 - /10)c0s/10 + cos(ﬂq — ﬂ.o)sin A )j
~ L ®sin A, 8in 6, arctanM —arctan tan(%, %)
28 cosd, cosd,

- %R%sin (ﬂ,z - ﬁo)cos Ay + cos(/’t2 - /10)sin io)arctanﬁ%

+ %]P(sin (4, = A, )cos A, +cos(4, — A, )sin io)arctan#%,
v, =5 R 2 cos(, = 4y Jeos 2, —sin(z, = 4, sin 2,
- %R3 %(cos(ﬂ,2 — 4y )c0s A, —sin (A, — 4, )sin 4, )
+ LR3 cos A, sin 0{arctanM —arctan MJ
28 cosd, cosd,
+ LR3(cos(/12 — 4y )cos A, —sin (A, — 4, )sin 4, )arctanﬂ
28 v e sin (4, = 4)
_ %R%cos(ﬂ1 — 2y )cos A, —sin (4, — 4, )sin 4, )arctanﬁfoﬂo).

Zur Validierung der Losungen betrachten wir nachfolgend einige Spezialfille. So folgen z.B.
fir 4, = 4, Gleichungen, die ausschlieflich vom rechten Begrenzungswinkel A, abhéngen:

1 . ' .
X, = E}P(%(sm(% — 2y )cos A, +cos(4, — 4, )sin /10)—§s1n loj

—%R3 sin A, sin 6, arctanM+LR3 sin 4, =

cosé, 28 2

_ %jp(sin (4, = A, )cos A, +cos(A, — 4, )sin A, )arctan#%,

1 1 : :
vo=o ok %cosﬂo 5k %(cos(ﬂz — 24)cos A, —sin (4, — 4, )sin 1)

+ LR3 cos A, sin 6, arctanM - LR3 cos 4, z
28 cosd, 28 2

+ LR3(cos(/12 — 4y )cos A, —sin (A, — 4, )sin io)arctanM,
25 sin (ﬂz - /10)

und falls zusitzlich A, = A, + /2 gilt, folgt schlieBlich
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X, =LR3 z(:OS/IO—sin A, sin Goz—cosﬂ,o z—ﬁoj ,
28 2 2
)= %R{%Siﬂ A, +¢0s A, sin Hog—sin z{%-eoﬂ.

Setzen wir die entsprechende Fliche S =R’6), in die Gleichungen ein, erhalten wir als ein-

fachste Losungen

X :lR COS%_z—smlosmﬁo ,
2 2 g,

s
7T COS A, sin Hoj

Y, :lR sin A, +
2 2 6,

Der radiale Schwerpunktabstand ist gegeben durch die Wurzel aus der Summe der Betragsquad-

rate
. 2 )
Xl = LR cos? o = Zsin 20, 2 % + 7 gin? 42 290 ,
4 2 b 6,
. ) .2
V= Lp sin® A, + = sin 24, % 17 cos? 4,20 260 ,
2 g9, 4 0
d.h.

2 .2
1 7~ sin” 6,

=—R_ [1+ ,
P73 PR

und ist unabhingig vom Drehwinkel 4, des rechtwinkligen Dreiecks.

Fiir 6, = z/4 ergibt sich ein Polarwinkel von 60°, was einer geographischen Breite von 30°

entspricht:

P, =1R1/1+4sinzz =l\/§R=Rsin£.
S22 4 2 3

Fir 4, =0 erhalten wir die Schwerpunktkoordinaten

x‘:lRa ys_ﬂ- Smeozl\/ERa
| 47 09, 2

wobei sich 6, = 7/4 aus dem Normalenvektor

n, 0
n=\n,|= —\/5/2
n, \/5/2
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ableitet. Das entspricht dem Schwerpunkt einer Sechzehntelsphare:

RRRJ

(‘xs’ YVss Zx)z (3’ 35 3

Im Falle A, = 7/2 lauten die Koordinaten

was zeigt, dafl eine Drehung um 90° phasenverschoben zum selben Ergebnis fiihrt. Hierbei
bestimmt sich der Polarwinkel 6, = 7/4 aus dem Normalenvektor der Vierteldrehung

Das entspricht ebenfalls dem Schwerpunkt einer Sechzehntelsphire

(x s Vss Z ):(_iagaﬁj
s 52 “s \/E 2 2

Fiir eine Drehung um 45° ergeben sich schlieflich die Koordinaten
X, Lalao, ¥, L L),
2 \2 2 \2

wobei der Normalenvektor der Achteldrehung um A, = z/4 durch

. T . 3x ) )
—sin —cos—sin — + cos—sin —sin —

4 2 4 2

- . T T RY/4 T 1
71=| sih —Cc0S—COS— — COS—Sin —CcosS— |=| ——
4 4 2 4 2

1
sin Zsin Zsin| 2L -7 ~V2

4 2 4 4 2

gegeben ist und ebenfalls den Schwerpunkt einer Sechzehntelsphare mit

R R R

(xsaysazs)=[5,—?$j

ergibt.
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