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Aufgabe: Berechnen Sie Schwerpunkt und Oberfläche einer Sechzehntelsphäre in Kugelkoor-

dinaten. 

Lösung: Halbieren wir eine Kugel durch Schnitt mit einer Ebene, die um 45° gegen die z-Achse 

in Richtung der positiven y-Achse geneigt ist, entsteht eine Sechzehntelsphäre, die in Abb. 1 

durch das sphärische Dreieck ABD dargestellt ist. 

 

Abbildung 1. Die Seitenhalbierende des 1. Quadranten, der Äquator und der 90. Längengrad definieren eine Sechzehn-
telsphäre 

Die Obergrenze dieser Sechzehntelsphäre ist durch den Äquator mit dem Polarwinkel 2   

gegeben. Die Gleichung der Seitenhalbierenden des ersten Quadranten in Abhängigkeit von der 

Länge   stellt eine Orthodrome dar, für die gilt: 
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wobei 0  den Durchstoßpunkt der Kurve durch den Äquator angibt und ,xn  yn  und zn  die 

Komponenten des Normalenvektors senkrecht zur Schnittebene sind. Der Punkt A hat die Ko-

ordinaten ,01   ,21    dem Punkt B entsprechen die Winkel 22    und .42    Da-

mit lautet der Normalenvektor 
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und der Durchstoßpunkt liegt bei 
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Die Orthodrome nimmt in diesem Fall die Gestalt 

 
  1sin

1
arcsin

sin)(
arcsin

22

0

222 








zyx

z

nnn

n
 

an. Damit ergibt sich für das Oberflächenintegral über das sphärische Dreieck ABD der Aus-

druck 
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Wandeln wir den Kosinus in einen Sinus um, folgt weiter 
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Die Oberfläche der Sechzehntelsphäre ergibt sich also zu 
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Aufgrund der Definition des Schwerpunkts in Kugelkoordinaten 
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muß nach Einsetzen der Orthodromengleichung für beide Koordinaten 
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das gleiche Integral über die untere Grenzkurve ausgewertet werden: 
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Damit ergibt sich für die x-Komponente 
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und für die y-Komponente 
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Mit den Substitution 
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reduziert sich die x-Komponente auf die Auswertung der beiden Teilintegrale in dem Ausdruck 
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wobei des erste Integral einfach zu lösen ist, 
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und für das zweite Integral die Umformung 

 


1

0

1

0
2

1
arctan

1

1
arcsin dx

x
dx

x
 

vorgenommen werden muß. Substituieren wir 
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folgt weiter 
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Damit lautet der gesuchte Schwerpunkt 
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Die y-Komponente formen wir mittels partieller Integration gemäß 



Mathematikaufgabe 121 
 

Copyright © 2017, Manfred Hiebl. Alle Rechte vorbehalten. Seite 4 
 

 























2

0

2

2

0

2

0

22
cos

1sin

cos

1sin

1
arcsincossin

1sin

1
arcsin

 










dd  

um, womit sich die Integration auf ein einziges Integral reduziert: 
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Mit dem Ergebnis 
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ergibt sich der Schwerpunkt auf der y-Achse zu 
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Die z-Koordinate erhalten wir schließlich aus der Kugelgleichung 
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Fassen wir alle drei Koordinaten noch einmal zusammen, so liegt der Schwerpunkt der Sech-

zehntelsphäre bei 
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Die Winkelwerte des Schwerpunkts sind gegeben durch 
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Im Schnittpunkt der Seitenhalbierenden mit dem Meridian 4   erhalten wir den Wert 
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d.h. alle Orthodromen schneiden sich genau in einem Punkt, dem Schwerpunkt.  

 


