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Aufgabe: Berechnen Sie Schwerpunkt und Oberflache einer Sechzehntelsphére in Kugelkoor-
dinaten.

Losung: Halbieren wir eine Kugel durch Schnitt mit einer Ebene, die um 45° gegen die z-Achse
in Richtung der positiven y-Achse geneigt ist, entsteht eine Sechzehntelsphire, die in Abb. 1
durch das sphirische Dreieck ABD dargestellt ist.

Abbildung 1. Die Seitenhalbierende des 1. Quadranten, der Aquator und der 90. Lingengrad definieren eine Sechzehn-
telsphare

Die Obergrenze dieser Sechzehntelsphire ist durch den Aquator mit dem Polarwinkel 8 = 7z/2

gegeben. Die Gleichung der Seitenhalbierenden des ersten Quadranten in Abhéngigkeit von der
Linge A stellt eine Orthodrome dar, fiir die gilt:

n

6(1)= arcsin z ,
\/(ni + ni)sinz(ﬂ — Q)+ 1

wobei 4, den DurchstoBpunkt der Kurve durch den Aquator angibt und n_, n , und n_ die

Komponenten des Normalenvektors senkrecht zur Schnittebene sind. Der Punkt A hat die Ko-
ordinaten 4, =0, 6, =7/2, dem Punkt B entsprechen die Winkel 4, =7/2 und 6, = z/4. Da-
mit lautet der Normalenvektor

n, —sin 6, cos@, sin A, +cosé,sin ,sin 4, 0
n=|n,|=| sinf,cosf cosi, —cosb,sinfcoss |= —\/5/2 ,
n, sin 6, sin 6, sin (1, — 4,) J2/2

und der Durchstofpunkt liegt bei

tanf sin 4, —tané,sin 4, _

A, = arctan
tan 6, cos 4, —tan 6, cos 4,
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Die Orthodrome nimmt in diesem Fall die Gestalt

nZ

. 1
= arcsml ———
J2 +nd)sin®(A—2,)+ n? Vsin? A +1

0(1)= arcsin

an. Damit ergibt sich fiir das Oberflachenintegral iiber das sphérische Dreieck ABD der Aus-
druck

Vi

[Fcos6F | da
arcsin
Vsin® A+1

j dsS =R> sin Gl@d = R

S o | N
—o N
S =y

arcsin

sin? A+1

Wandeln wir den Kosinus in einen Sinus um, folgt weiter

J.J.dS—R}, L p-r sin AdA __RZT d cos A
0 Slnzi+1 - % Vsin? A+l ' V2 —cos? A

Die Oberflache der Sechzehntelsphére ergibt sich also zu
1

1
b 2 .1 1,
= arcsin = R arcsm — = — 7R
! [ \/El V2 o4

Aufgrund der Definition des Schwerpunkts in Kugelkoordinaten

N\N

R3jjsm29d¢9cos/1d/1 R3”sin29d9sin AdA
X =1J.de: K y =1J.de: K
TSy R*[[sinododr R [[ sin 6d6d2
K K

muf} nach Einsetzen der Orthodromengleichung fiir beide Koordinaten

4 3 . ) 4 P ) :
)cb,:;R.!;mi Islm 6d@cos AdA, yS:;R.(l;ami Islm éd@sin AdA

Vsin? A+1 Vsin? A+1

das gleiche Integral liber die untere Grenzkurve ausgewertet werden:

3 .
Isin2 = [H—sm&xl 1—sin? E ———larcsm ! l sin 4

csm* \/Slnzl'i‘l 2511'12/14‘1

sin? 2+1

arcsin:

Vsin? 2+1

Damit ergibt sich fiir die x-Komponente
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2 2 2 1 2 2 sind
x. = R|cosAdA ——R|arcsn ————cosAdA +—R| ————cosAdA
) ! 7 I Vsin2 A +1 7 !sm2/1+1
und fiir die y-Komponente
% 2 1 % sin A
RJ-sm/Id/i——RJ-arcsm —_— SN AdA+— RIz—sm AdA.
Vsin2 A +1 7 oysnA+1

Mit den Substitution

1

A=arcsinx, dA=
1-x7

reduziert sich die x-Komponente auf die Auswertung der beiden Teilintegrale in dem Ausdruck

_RJ xdx

1
x, =R —ERJarcsin
T X' +1

T

wobei des erste Integral einfach zu 16sen ist,

0 oxde 1 1
!xz - =§[ln(x2 +1)) = h2,

und fiir das zweite Integral die Umformung

1 1

) 1
I arcsin dx = Iarctan—dx
0 x2 +1 0 X

vorgenommen werden muf3. Substituieren wir

x= 1 bzw. dx= —%dy,
y y

folgt weiter

1

1 0 5™
Iarctanldx:—J‘arcmnydy:jamtinydy:{_larctany—%hq 1+2y } 7 1
% y 1

d x y y

Damit lautet der gesuchte Schwerpunkt

v =R—|LpsM2p] 25 _1p
2 2

s
T T

Die y-Komponente formen wir mittels partieller Integration gemaf
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sin AdA = {— cos Aarcsin

2 | .
arcsin —_— |
}[ [\/sm /1+1} \/SiIlzﬂJrll) ~(|).si112/1+1

um, womit sich die Integration auf ein einziges Integral reduziert:

CR 3 o 3
yo= 2R p 2R = 2R[— Lz
o oysnA+1 r ysn-A+1 Ty A+1
Mit dem Ergebnis

j L[, o 3sin®2-1]_ 7
) sin P PR RN sin’ 1 +1
ergibt sich der Schwerpunkt auf der y-Achse zu

R

ys:\/i‘

Die z-Koordinate erhalten wir schlieBlich aus der Kugelgleichung

_ /Rz_xz_yzz Rz_R_z_R_zz_
’ S 4 2

Fassen wir alle drei Koordinaten noch einmal zusammen, so liegt der Schwerpunkt der Sech-
zehntelsphire bei

(x> y,» 2 )=(£,£,£}
s 52 “s 2 \/5 2

Die Winkelwerte des Schwerpunkts sind gegeben durch

Vs
x

N

1 x
A, = arctan — = arctan V2, 0. =arccos—=—.

Im Schnittpunkt der Seitenhalbierenden mit dem Meridian A = 7/4 erhalten wir den Wert

= arcsin ————— =arcsin , /
[
sin® = + 1

d.h. alle Orthodromen schneiden sich genau in einem Punkt, dem Schwerpunkt.

O(r/4) —arctan~/2,
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