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Aufgabe: Leiten Sie die Gleichung einer Orthodrome in Kugelkoordinaten her.

Losung: Jede Orthodrome ist Teil eines gleichschenkeligen Dreiecks mit =y =90° und

schneidet den Aquator im Punkt A unter dem konstanten Winkel o wie in Abb. 1 dargestellt.

Abbildung 1. Die Orthodrome als Schnittmenge einer Ebene durch den Nullpunkt mit der Kugel

Die Bogenlédnge b ist dabei (7/2)R, wobei R der Kugelradius ist. Seien die auf dem Kreisbogen
zwischen A und B gelegenen Punkte B, und B, sowie der Ursprung die drei die Orthodrome

definierenden Punkte, deren Koordinaten gegeben sind durch

X, =Rsm 6 cosd, y =Rsmnfsni, z =Rcosh
X, =Rsm6,cosl,, y,=Rsm6b,snA, z,=Rcosb,
x;, =0, v, =0, z, =0.

Der Schnittpunkt A mit dem Aquator habe die Koordinaten

X, = Rsin 6,cos A, = Rcos A, y,=Rsin@,sinA, =Rsn4, z,=Rcost =0,
und im Punkt B gelte

X, =Rsn 6, cos(/io +§j, Y, =Rsin 6, sin(ﬂo +§), z, = Rcosd,.
Der Nordpol im Punkt C habe schlie8lich die Koordinaten

X;=Rsm b, cos A, =0, y,=Rsmb;smA =0, z;=RcosbO =R.

Gesucht werden nun die Komponenten

x=RsnéfcosA, y=RsinfsinA, z=Rcost
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eines Vektors P(x, y, z) auf der Orthodromen mit den Léngen- und Breitenangaben!

2 2
/1=arctanz, 6?=arccoswfl—x +2y .
X R

Auf dem gegebenen sphirischen Dreieck gelten fiir Zentriwinkel die Relationen

a_, b
R R

%9 = arccos(sin @cos(A — 4, )).

<
R
Der Winkel « ist stets konstant und berechnet sich aus dem Kosinussatz fir b=c:

a b
cos—* —cos* —
R

cosa = =cosd,,

sin? —

Fiir die weitere Berechnung benétigen wir das Skalarprodukt des Normalenvektors 7 mit der
z-Achse, i.e.

— | T _ |2 2 2
ii-e. _|n|cos[5—6’4j—,/nx +n; +n: sin 6,

woraus

. n : n
o =0, =arcsin ———=————= bzw. sina = =

2 2 2 2 2 2
NI o NI o

folgt. Den Winkel im Punkt C berechnen wir nach dem Winkelkosinussatz:
cos y =—cos’ % +sin’ %cos(/l —2y)=cos(A—4,),

und fiir den Winkel im Punkt B erhalten wir schlieBlich

a c
COSE - COSECOSE cos@cos(/l - lo)
cosf = == .
sin % sin & \/l—sin2<9cos2(ﬁ—/”to)
R R
Setzen wir
2 2
c n.+n
sin—=\/1—si1129cos2(/1—/1) und cosq=——o-—2=—
R ’ 1/n}f+ni+nf

! Der Polarwinkel I4Rt sich trivialerweise als Komplementirwinkel der Breite angeben.

Copyright © 2017, Manfred Hiebl. Alle Rechte vorbehalten. Seite 2



Mathematikaufgabe 120

in den Seitenkosinussatz
a b c . b . c
cos 2 = COS — COS — + sin —sin ECOS a

ein, so folgt wegen b= (x/2)R der Ausdruck

[ 2 2
nx—_'_ny\/l—sinzé’cosz(/i—io).
Jni+n+nl

Quadrieren der Gleichung fiihrt auf

a . ¢
COS— =S —CoS =
R R

2 2
znx +2ny - (l—sin2 Ocos’(A —}to)),

n,+n, +n;

l-sin’@ =

und nach Zusammenfassung der Sinusterme folgt

nf+ni+nzz—(n§+nj)cosz(ﬂ,—/10) n

- 2
221 sin” 0 = 2
n, +n n:+n

=N N

7
+n;

Nach Kiirzen des Nenners und Umformung ergibt sich ein separierbarer Ausdruck fiir den Po-
larwinkel, der aufler von der geographischen Linge nur von konstanten Grof3en abhéngt:

2
n

sin® @ = z .
(n? +n})sin*(A—4,)+n’

Dies liefert uns den gewiinschten Ausdruck fiir die Lingenabhingigkeit der Orthodrome:

nZ

(1) = arcsin .
J@2 +n)sin®(2 - 2, )+ n?

Im Spezialfall A = 4, schneidet die Orthodrome den Aquator bei
/4
9 (/10 ) = E .
Nach einer Vierteldrehung erreicht sie ihren Zenit im Punkt B:

9(10 + Ej = arcsin —— n, — — arcsin |:COS(£ — 94}:| — 94.
2 / 2 2 2 2
n.+ I’Zy +n;

Nun miissen wir noch den Normalenvektor aus den drei Bestimmungspunkten
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n :(xl,yl,zl):(Rsin 6, cos A, Rsin 6, sin A,Rcos@l),
7 :(xz, Vys zz):(Rsin 0,cosA,, Rsin 6,sin 4,, Rcos@z),
7 :(x3,y3,z3)=(0, 0, 0)

berechnen. Zunichst leiten wir mittels der Determinante

X=X Y—-»n zZz—z
X=X, V=W Z,—z|=0

=X Vs=h T4

die Ebenengleichung her. Setzen wir die drei gegebenen Punkte ein, erhalten wir als Losung
den Ausdruck

Xx—Rsin 6, cos A, y—Rsin 6 sin 4, z—Rcos6,
R(sin 8, cos A, —sin 6, cos 4, ) R(sin &, sin 1, —sin @, sin 4,) R(cosé, —cosé,
—Rsin 6, cos A, —Rsin §,sin 4, —Rcos6,

= R*x(cos @, sin 6, sin A, —sin 6, cos6, sin 1,)
+ Rzy(sin 0, cosf, cos A, —cos b, sin 6, cosﬂl)
+ R?zsin 6, sin 6,(sin 1, cos 4, —cos A, sin 4, ).

Nach Kiirzen des Radius ergibt sich die Ebenengleichung

(cos @, sin 6, sin A, —sin @, cosd, sin A, )x +(sin &, cos b, cos A, —cos, sin 6, cos 1, )y
+sin @, sin G sin(4, — 4, )z =0,

wobei der Normalenvektor gegeben ist durch

n, W2y —Z ), —sin 6, cos@, sin 4, +cosb, sin 6, sin 4,
n=\n, z,X, — X2, |=| sin 6, cosb, cosA, —cosb,smn G cosd, |
n, XYy = VX, sin 6, sin elsin(/iz_/%)
Sein Betrag lautet

||ﬁ||2 =sin” 6, cos” @, — 2sin 6, cos 6, cos 0, sin 6, cos(A, — A, )+cos’ 6, sin> 6,
+sin’ @, sin” 6, sin*(4, — 4, ).

Falls 7; und 7, zwei Punkte sind, die lingenméBig um 90° auseinanderliegen, vereinfacht sich

dieser Ausdruck zu
]| =sin* 6, + cos® B, sin* 6,
Der DurchstoBpunkt durch den Aquator liegt auf dem Lingengrad

tan @ sin 4, —tan @, sin 4,

A, = arctan .
tan 6, cos A, —tan 6, cos 4,
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In jedem Fall ist es damit moglich, die oberen und unteren Integrationsgrenzen eines beliebigen
sphédrischen Dreiecks anzugeben.
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