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Aufgabe: Beweisen Sie, dal der Oberflichenschwerpunkt eines allgemeinen Kugeldreiecks
nicht mit dem Schnittpunkt der drei Seiten- bzw. Winkelhalbierenden tibereinstimmt.

Beweis: Wir filhren den Beweis ohne Beschrankung der Allgemeinheit am Beispiel der in Abb.
1 dargestellten Achtelsphire durch, die einem gleichseitigen Kugeldreieck entspricht.

Abbildung 1. Schnittpunkt zweier Seitenhalbierender im gleichseitigen rechtwinkligen Kugeldreieck

Im Dreieck A'BC gelten die Relationen

Nach dem Seitenkosinussatz folgt mit den obigen Werten
cos— = cosﬁcosé +sin <L sin écos;/ = l\/Esin <
R R R R R 2 R
bzw.

tan£=\/§.
R

Der Winkel o ergibt sich eindeutig aus dem Kosinussatz
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a b c
COS— — COS— COS — 1 1
cosa = R R __ -
. b . ¢
sin —sin — tan” —
R R

zu « =120°. Somit ist das Dreieck ABC vollstiandig beschrieben:

ﬁzf, é:arct;anx/a, E:arctan\/a,
R 2 R R

27 T T
a:_’ =—, =

30 77y "7y

Mit Hilfe dieser Gréen kann nun der Schnittpunkt der Seitenhalbierenden bestimmt werden.
Zunichst ist

b J2R J2R
P, =X, +y> =Rsin—=R = ,
R \/ l+tan’arctany2 V3

b R R
z, =Rcos—= =
\/ 1+ tan? arctan /2 J3
mit
s s 4 \/57 K s 4 \/g

Daraus folgt

b
A, = arctan& = Z, @, = arctancot— = z_ arctan /2.
x, 4 R 2

)

Die Seiten- sprich Winkelhalbierenden schneiden sich also im Verhéltnis

b c
R _ R _ arctan /2 _ 2 ~2:1.29,

r_bom_c 7 _arctany2 — % -2
2 R 2 R 2 arctan 2

) .
weil arctan\/z < g 1st.

Beim sphérischen Dreieck gilt also nicht wie beim gewdhnlichen ebenen Dreieck, daB3 sich die
Seitenhalbierenden im Schwerpunkt schneiden. Die Schwerpunktkoordinaten der Achtelsphére
sind ndmlich in kartesischen Koordinaten gegeben durch

X, =y, =£, z, =,/R2—2xf =%

und haben in sphérischen Koordinaten folgende Langen und Breiten:
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Vs z pa
A =arctan&=—, . = arctan ———=——=—.
T T BT T

Wir schneiden zur Probe zwei der drei Orthodromen. Zunéchst ist die Diagonalebene gegeben
durch die drei Punkte

h= (x19 Yis Zl): (0, 0, 1):
3 :(xza Yas Zz):(os 0, —1),
7 =(x3, Y3s Zs):(%\/i%\/z, Oj

und hat die Ebenengleichung

X—=x, Y-y z-z X y z-1

X, =X, V,—=V, Z,—z|=| 0 0 -2 =—\/§y+\/§x:0
1 1

Xy =X Vs—= WV Zz3—Z E\/E 5\/5 -1

bzw. x —y =0. Der Normalenvektor ist gegeben durch

1
N,=|-1]
0

Damit besitzt die Orthodrome in der Diagonalebene des ersten und dritten Quadranten senk-
recht zur x-y-Ebene die Ellipsengleichung

wobei die groBe Halbachse in z-Richtung und die kleine in x- oder y-Richtung zeigt und die
Lange R/ 2 hat.

Die Ebene der Seitenhalbierenden senkrecht zur y-z-Ebene ist gegeben durch die drei Punkte

h= (x19 Vi Zl): (1» 0, 0),
3 :(xza Yas Zz):(_la 0, 0),
7 =(x3, Y3s 23):(0, %\/E,%\/Ej

und hat die Ebenengleichung
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xX—=x, y-y z-z| |x-1 'y z

X=X, V=V, Zy—z|=|—2 0 0 :—\/52+\/5y:0
1 1

X=X Ys=»n zZ—g| |-l 5\5 E\/E

bzw. z—y =0. Der Normalenvektor ist gegeben durch

Damit besitzt die Orthodrome in der Ebene der Seitenhalbierenden senkrecht zur y-z-Ebene die
Ellipsengleichungen

2 2 2 2
x° 2z x° 2y
B el

wobei die groe Halbachse in x-Richtung und die kleine in y- oder z-Richtung zeigt und eben-
falls die Lange R/ V2 hat.

Die Koordinaten des Schnittpunkts der beiden die jeweils gegeniiberliegenden Seiten halbie-
renden Geodéten ergeben sich durch Eliminierung der z-Koordinate und anschlieBende Elimi-
nierung der x-Koordinate zu

R
xszyszzszﬁ.

In sphérischen Koordinaten lauten die Langen- und Breitengrade des Schnittpunktes dann

1 .
A = arctan 2= = 45°, @, = arctan ———— = arctan—~/2 = arctansin — = 35,26°.
Xy N 2 4

Fiir kleine Winkel x ist die Ndherung sin x ~ tan x zuldssig, und damit wire

@, = arctan tan

NG
NG

wie in der ebenen Trigonometrie. Allerdings entspricht eine Breite von 45° einem Bogenmal
von 0,785, und dieser Wert ist fiir eine Niherung eindeutig zu groB3. Fiir niedere Breiten aller-
dings mit z, << 1 geht die sphirische Trigonometrie in die ebene iiber und die Seitenhalbieren-

den schneiden sich im Verhéltnis 2:1.

Wihrend die Liange also mit dem Schwerpunkt tibereinstimmt, weicht die Breite doch signifi-
kant davon ab, und zwar um etwa 10°. Die Annahme der ebenen Trigonometrie, da3 sich die
Seitenhalbierenden im Schwerpunkt des Dreiecks schneiden, 148t sich also nicht ohne weiteres
auf die sphérische iibertragen, qed.

Copyright © 2017, Manfred Hiebl. Alle Rechte vorbehalten. Seite 4



