Mathematikaufgabe 117
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Aufgabe: Berechnen Sie den Flachenschwerpunkt einer Viertel- und Achtelsphire in kartesi-
schen und sphérischen Koordinaten. Zeigen Sie, daB3 sich die Schwerpunkte zweier sphérischer
Dreiecke nur in kartesischen Koordinaten zu Mittelwerten addieren lassen.

Losung: Der Schwerpunkt einer Flidche ist definiert durch

j [ xdxdy j [ vaxdy

”dxdy Iy ”dxdy

——jxds

Aufgrund der Kugelgleichung
¥+ +z2' =R’

liegt die Flache S als Funktion von x und y vor:
z(x,y): R —x" -y,

Damit 148t sich der Schwerpunkt eines sphérischen Dreiecks als Oberflachenintegral erster Art
berechnen:
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Mit den partiellen Ableitungen
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Die Achtelsphire des ersten Quadranten hat damit die Oberflidche

f dydx f X e V4
S=RI j %=Rj{arcsinﬁ} dx==R".

0 0 4/ R —x"— y 0 R —x 0 2
Ferner sind die x- und y-Koordinate gegeben durch
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womit sich ein symmetrischer Schwerpunkt auf dem 45. Breiten- und Lingengrad ergibt:

X, =y, ZE, z, =R’ =2x] :%.

2

Dieser ist in Grund- und Seitenrif3 in Abb. 1 dargestellt.

z

Abbildung 1. Grund- und Seitenri8 der Achtelsphadre mit eingezeichnetem 45. Langen- und Breitenkreis

Fiir die Viertelsphére des ersten und zweiten Quadranten gilt
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dydx

R?—x*
S=RJ;e ! ﬁ—Rﬂmcsmﬁ} dx = R*

sowie

R*-x? 5 R
RL .([ ﬁ =R Jiarcsm ﬁ} xdx= %R{%}R =0

und

R_L ! % RI[\/Trdx Rj\/rdx

= %R{x\/ﬂ + R” arcsin %IR = %7ZR3.
Das liefert den Oberflachenschwerpunkt bei
x, =0, y = =R —x} -y’ = \/_R
der in sphérischen Koordinaten auf dem 90. Langen- und dem 60. Breitengrad liegt:

A, —arctanys _r

z
, Q= arctan— = arctan
X 2 }x + ys

Grund- und Seitenrif3 sind in Abb. 2 dargestellt.
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Abbildung 2. Grund- und Seitenrifl der Viertelsphdre mit 90. Lingen- und 60. Breitenkreis
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Aus Symmetriegriinden mufl die x-Komponente verschwinden. Wir zeigen nun, daf} sich die
Schwerpunkte zweier Achtelsphdren zum Schwerpunkt einer Viertelsphdre ergéinzen. Die bei-
den Achtelsphiren haben einzeln die Schwerpunktkoordinaten
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die in sphéarischen Koordinaten den folgenden Langen und Breiten entsprechen:
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Wie man leicht sieht, addieren sich die x- und y-Koordinaten zum Schwerpunkt einer Vier-
telsphére:
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Bei der Schwerpunktbestimmung zeigt es sich, daB3 wir die x- und y-Komponenten der einzel-
nen Schwerpunkte arithmetisch mitteln miissen, um den Gesamtschwerpunkt zu erhalten. Die
z-Komponenten hingegen miissen jeweils einzeln berechnet werden und auf der Kugeloberfla-
che liegen.

Wir fiihren nachfolgend zur Kontrolle die Berechnung in Kugelkoordinaten durch. Mit den
krummlinigen Koordinaten 4 und ¢ fiir die geographische Lénge und Breite, die mit den kar-

tesischen Koordinaten x, y und z wie folgt zusammenhéngen:
x=RcospcosAd, y=RcospsinA, z=Rsnge,
lauten die Tangentialvektoren an die Koordinatenlinien:

K Ve

I'/1= x—i— ez,

YRy REPY)
r =@ex+ Y +%e
’ Op 6¢ op °

Damit ergibt sich als Flacheninhalt auf dem sphérischen Dreieck

[[ds = [[VEG - F*didp = R [[ cos pddg,
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wobei die Koeffizienten der Funktionaldeterminante gegeben sind durch
2 2 2
Pl B I e @j = R*cos’ p,
oA oA oA
2 2 2
G= X)) [ E)
0p 0p o9
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Damit 148t sich die Oberflache der Achtelsphire wesentlich einfacher berechnen als in kartesi-
schen Koordinaten:

und

7/27/2 /2

T 72' 7z /2
S:Rz_([ !COSMWﬂzsz I[ cos pdp = — 5 R?[sin o] —ERZ,

wihrend wir fiir die Oberflache der Viertelsphére den bereits bekannten Wert

Tl /2

S=R _[ I cos pdpd A = 7R’ Icosqachp 7R [sm (p]’”z—zsz

erhalten. Aufgrund der Definition des Schwerpunkts in Kugelkoordinaten haben wir die Integ-
rale

R3'[J.cos2 pdpcos AdA R3”cos2 pdpsin AdA
xS:—J.de: e , y_Q:lJ.de: £
Sy R IJCOS(pd(pde Sy Rz.”cosq)d(pdﬂ
K K

auszuwerten. Fiir die Achtelsphire ist die x-Komponente des Schwerpunktintegrals gegeben
durch

nl27/2 71'/2 1
7 /2
R I I cos’ pdpcos AdA = R*[sin ] 5 I (1+c032g0)d¢)=zﬂR3,

0 0 0

und die y-Komponente lautet:

wl2m/2 /2
R’ .([ 2[ cos’ pdgsin AdA = R*[- cosﬂu]”/2 5 j (1+cos2(p)d¢):%7[R3.

0

Daraus ergeben sich die gleichen Schwerpunktkoordinaten wie in der kartesischen Berechnung,
was heifit, dafl unsere Rechnung stimmt:
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X, =y, :g’ z, :1/R2—2xs2 :%.

Fiir die Viertelsphére ist die x-Komponente des Schwerpunktintegrals gegeben durch

/2

R3j J cos” pdgcos AdA = R*[sin A]
0 0

/2
%jl+cos2god¢> 0,
0

und die y-Komponente lautet:
/2 /2

T ) 7 1 1
R:[ J). cos’ pdgsin AdA = R*[—cos A]; 5 j (1+cos2(p)d(p=§ﬂR3,

0

womit sich auch hier die alten Werte ergeben:

x,=0, y = =R —x} -yl = \/_R.

Grundsitzlich ist die Berechnung der Oberfldchenintegrale erster Art in Kugelkoordinaten ein-
facher, jedoch auch dann kommen wir nicht umbhin, fiir die Addition der Schwerpunkte karte-
sische Koordinaten zu verwenden. AnschlieBend miissen wir das Ergebnis der Mittelwertbil-
dung wieder zuriick in Kugelkoordinaten transformieren.

1 Wenn wir wissen wollen, wo der Schwerpunkt in geographischen Koordinaten liegt
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