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Aufgabe: Transformieren Sie einen beliebigen Punkt auf einer geoditischen Kurve in ein kar-
tesisches Koordinatensystem zuriick.

Losung: Wir transformieren zunichst die Gleichung einer geoditischen Kurve in einem karte-
sischen (x, y,z) -Koordinatensystem durch Drehung um die z-Achse in ein Hauptachsensystem
(X Y, Z ) und kippen dieses dann in einer weiteren Drehung um die grofle Halbachse, auf der
der Radius abgetragen ist, bis die geodatische Kurve in der XY, -Ebene des dreidimensionalen
Raums (X,,Y,,Z,) einen GroBkreis mit Z, =0 darstellt. Im System der Hauptachsen mége die
Geoditische eine Ellipse der Form

X? Y? X’ Y?

l=—+——-5— oder l=—F5——5—+—

R Rcos™ & R°cosd R

darstellen, wobei ¢ den Richtungskosinus des Normalenvektors zur Ebene, in der die Geodi-

tische liegt, mit der z-Richtung angibt. Diese Gleichung erhalten wir, wenn wir einen Punkt der
Geodétischen mit den Koordinaten x, y und z um den Winkel

1 2a,.b
® =—arctan—1==-
ap, — b,

in eine der beiden Halbachsen drehen, wobei sich die Komponenten des Normalenvektors zur
Schnittebene, in der die Geoditische liegt, wie folgt berechnen:

ap Yz, =4,
n,=nKxr=|b,|=|zx,-xz, |
€2 X1 V2 =X,

Die z-Koordinate wird bei einer Drehung um die z-Achse, die durch die Drehmatrix

cos® —-smd O
sm® cos® O
0 0 1

vermittelt wird, nicht verdndert, womit die Transformationsgleichungen auf Hauptachsen lau-
ten:

x=Xcos® —Ysin D,
y=Xsn®+YcosD,
z=/7.

Falls die X-Achse die groBe Hauptachse ist, folgt in einer weiteren Drehung um diese Achse
die Transformation in ein kartesisches Koordinatensystem mit den Achsen X, Y, und Z,
wobei die Rotationsmatrix dieser Drehung um den Winkel ® gegeben ist durch
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1 0 0
0 cos® —-smO|
0 sn® cos®

Die daraus resultierenden Transformationsgleichungen ergeben sich zu

X=X,
Y =Y, cos®—Z,sin B,
Z=Y,sm®+Z cosO,

womit sich die Gesamttransformation schlieBlich aus einer Matrizenmultiplikation zusammen-
setzt,

X cos® —-sn® O0)X cos® —-sn® 0})1 0 0 X,
yi=|sm® cos® OY |[=|sn® cos® 0|0 cos® -snO®| Y
z 0 0 1\Z 0 0 1IN0 sm® cos® )\ Z

cos® —cosOsn® snmOsnd | X,
=|sm® cosOcos® —snOcosd | ¥, |
0 sin © cos® Z,

Die vollstindigen Transformationsgleichungen sehen also wie folgt aus:

x=X,cos®—Y,cos®sin @+ Z, sin Osin O,
y=X,sm®+Y cos®cos®—Z sin OcosD,
z=Y,sin ®+Z cosO,

wobei die inverse Transformation hierzu lautet:

1

X, 1 0 0 Y'(cos® —sin® 0)'(x
Y, [=]0 cos® —-smO®| |sm®d cos® O
Z, 0 sm® cos® 0 0 1) \z

Durch Vertauschen von Zeilen und Spalten erhalten wir als Losung eine Matrixgleichung der
Form

X, 1 0 0 cos® smd 0

Y [=|0 cos® sn® |-snd cos® 0
Z, 0 —sn® cos® 0 0 I\ z

cos® sin @ 0 X

=| —sin®cos® cosDcos® snO ||y

sn®dsn® —cos®sn® cosO )\ z

mit den Komponenten
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X, =xcos® + ysin D,
Y, =—xcosOsin @ + ycos®cosD + zsin O,
Z, =xsin Osin ® — ysin O@cosD + zcosO.

Bilden wir zur Probe die Quadrate

X? =(xcos® + ysin D),
Y7 = ((xsin @ — ycos®)cos® — zsin O,
Z? =((xsin @ — ycos®)sin @ + zcosO)

und multiplizieren diese aus, folgt schlieBlich eine ganz gewohnliche Spharengleichung
X2+ Y2+ 2 =(xcos®+ ysin @) +(xsin @ — ycos®) +z* = R
Das gleiche gilt fiir die Riicktransformation. Hier erhalten wir nach Bildung der Quadrate

x* = X cos’ @ —2.X,(Y, cos® — Z, sin ©)sin D cos® + (¥, cos® — Z, sin ©) sin* D,
y? = X7 sin> @ + 2.X,(¥, cos® — Z, sin ®)cosDsin @ + (¥, cos® — Z, sin O cos’ D,
2> =(¥;sin @ + Z, cosO)

und deren Addition ebenfalls eine Kugelgleichung:
X+ +2° = X7 + (Y, cos®— Z, sin OF +(¥;sin © + Z, cos®O) = R*,

Setzen wir nun die Sinus- und Kosinus-Relationen

i 1 \/a122 + b122 - ‘alzz _blzz‘ 1 \/a122 + b122 + ‘alzz _blzz‘
smCD=T — , cos<I)=T —
2 \/a12+b12 2 \/a12+b12

bzw.

2, g2
¢, . a, + by,

cos® = , sSm®=

2 2 2

\/a12 +by, + ¢,

in die Z, -Komponente des geoditischen Systems ein,
Z, = xsin Osin ®— ysin O@cosP +zcosO,

so 14Bt sich im Falle a/, > b, mittels der trigonometrischen Funktionen der Azimut-Drehung

|b12| |a12|

2 2’ 2 2
Van by Va, by

die Bedingung fiir das Verschwinden von Z, ableiten:

sin ® = cosd =

] o, c
7 - 12 _ 12 " 12

= z =0

| .
2 2 2 2 2 2 2 2 2
\/a12+b12+012 \/a12+b12+c12 \/a12+b12+c12
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Im Falle b}, > a/, gilt

sind):—|2alz| =, cosCD:—|2b12| -
\Van +by, \a, + b
und somit
7 - |a12| _ |b12| n Cip

o \/a122 +by ¢y \/a122 +by ¢y ) \/a122 +by + ¢y -

Dabei ist entweder a,, >0, dann gilt b,, <0, oder a,, <0, dann ist b, > 0. Im ersten Fall ist
|a12| =a, und |b12| =-b,,

im zweiten
|a12| =-a;, und |b12| =b,.

Bei letzterem muf3 die Drehung allerdings im negativen Drehsinn um den Winkel — ® erfolgen,
und die Z, -Koordinate hat die Darstellung

a b c
Z =-x 2 | 122| 2 + 2 | 122| > AT 122 2
\/a12 +by, + ¢y \/alz +b,+ ¢, \/a12 +bi, + ¢y
bzw.
7 a, 4 by, " ‘o

=X 2 2 2 y 2 2 > T, 2 2 -
\/a12 +bj, + ¢, \/a12+b12+(:12 \/a12+b12+012

Das ist aber genau das Skalarprodukt
M2 % _ cos®

_ _apx+b,y+c,z
|

- 2 2 2
\/alz +by, +

Fiir einen Punkt auf der z-Achse x = y =0 geht also die Ellipse fiir ® = in einen Kreis iiber.

Zur Probe drehen wir einen beliebigen Punkt der Sphére, der auf der Y, -Achse zur kleinen
Halbachse werden soll, also zu (X,,¥,Z,)=(0,1,0), um den Winkel ® = z/4 um die z-Achse
in die Diagonale des ersten Quadranten und drehen ihn dann im mathematisch positiven Dreh-

sinn um den Winkel ® =7/4 um die X-Achse. Diese Transformation konnen wir riickgingig
machen, indem wir den Vektor

X\ (0
Y |=|1
z ) \o

in die urspriingliche Transformationsgleichung einsetzen:
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X cosd —cos®Osnd® smOsnd O —cos®sin O . -1
y|=|sn® cos@cos® —sin®cosd |1|=| cos®OcosD :5 1
z 0 sin ® cos® 0 sin ® \/5

Der Ausgangspunkt liegt dann auf der Diagonale des zweiten Quadranten und hat eine positive
z-Komponente. Die gro3e Halbachse, d.h. die Halbachse mit dem Radius als Linge, genauer
gesagt der entsprechende Punkt auf der X, -Achse

X\ (1
Yo|=0}
Z ) o

wird in den Schnittpunkt des Einheitskreises mit der Diagonale des ersten Quadranten abgebil-
det:

X cosd® —cos®Osnd® smOsnd )1 cos®d . V2
y|=|sn® cos@cos® —sinB®cosd |0 |=|sindD :E J2
z 0 sin ® cos® 0 0 0

Damit kdnnen wir jederzeit zwei Punkte auf einem GrofBkreis in Punkte eines beliebigen karte-
sischen Koordinatensystems zuriicktransformieren.
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