Mathematikaufgabe 113
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Aufgabe: Bestimmen Sie die geoditischen Linien eines sphérischen Dreiecks als Schnittmenge
einer Kugel mit drei nicht zusammenfallenden Ebenen durch den Nullpunkt.

Losung: Jede Ebene kann eine andere nur in einer Geraden schneiden. Schneiden wir die
Schnittgerade je zweier Ebenen mit der Kugel, ergeben sich insgesamt drei Durchstofpunkte.
Die Schnittmenge zwischen je zwei DurchstoBpunkten entspricht dann den 3 geodétischen Li-
nien eines sphirischen Dreiecks.! Die Kugel mit Mittelpunkt im Koordinatenursprung habe
also die Gleichung

¥ +y 4+ =R

Gegeben seien ferner die 3 besagten Durchstopunkte durch die Kugeloberflache

X Xy X3
n=\"np L=V BL=|Vs |
Zy 2, Z3

die zusammen mit dem Koordinatenursprung die drei Ebenen durch den Nullpunkt aufspannen.
Der nicht notwendig normierte Normalenvektor der ersten Ebene ist das Kreuzprodukt aus den
Punkten 7 und 7, i.e.

ap Nz, =210,
n,=nxn=\b,|=|zx,-xz, |
€ X1 Vo = WXy

mit dessen Hilfe wir die Ebenengleichung als das Skalarprodukt aus Ortsvektor und Normalen-
vektor erhalten:

n, - r=0 bzw. a,x+b,y+c,z=0.
Durch Substitution von

1
Z:—&x—@y bzw. z =—2(a12x+b12y)2

Cpo € €

2

in der Kugelgleichung ergibt sich eine Kurve zweiter Ordnung:
(0122 + alzz)x2 +2a,,b,xy + (0122 + blzz)yz = 0122R2~

Fiir die beiden anderen Ebenen durch die restlichen Paarungen gelten analoge Gleichungen, so
dal wir insgesamt folgende 3 Ellipsengleichungen zu 16sen haben:

2 2\.2 2 22 2p2
(clz + alZ)X +2a,,b,,xy+ (C12 + blz)y =R

2 2\.2 2 2\ 2 20
(Czs + a23)x +2ayb,xy+ (czs + by, )y =R,

2 2.2 2 2)2 292
(c31+a31)x +2a31b31xy+(c31+b31)y =cy R

1n der Ebene wiren das die beiden Katheten und die Hypotenuse
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Wir transformieren dieses System nun mittels der Transformationsgleichungen
x=Xcos®—Ysin D,
y=Xsin®+Ycosd

auf Hauptachsen. Die Gleichungen der Riicktransformation lauten:
X =xcos® + ysin D,
Y =—xsn ® + ycos®.

Entsprechend ergibt sich mit den Notationen
x*=X?cos’®—2XYcos®sin D+ Y sin’ D,

¥ =X?sin>® +2XYcos®sin ® + Y cos’ D,
xy:()(2 —Yz)sin (Dcosd)+XY(cos2d)—sin2(D)

fiir die erste Ellipse der Ausdruck
AR = (¢, +al, | X cos” D — 2XY cosDsin d + ¥ sin> D)

+ 2a12b12((X2 - Y2)sin dcosd + XY(cos2 ® —sin”’ <D))
+ (e, + B3 X7 sin® @ + 2.XY cosDsin @ + Y2 cos D)

Um die gemischten Terme loszuwerden, muf} gelten:
(bf2 —~ afz)sin ®cos D + alzblz(cos2 ® —sin”’ CD): 0
bzw.

tan 2 = —22a1 2b122
ay, — by,
Daraus folgt die Ellipsengleichung

R = X2(c}, + 2, cos> D+ ay,by, sin 20 + b, sin > D)
+ Yz(cf2 +a},sin’ ® —a,,b, sin 20 + b, cos’ (D)

Mit den Abkiirzungen
al, +b,—a, — b’
sinz<I)=l(l—cos2<I))=l(l— ! ]=l - 1; 122 12,
2 2 \/1 +tan’ 2d 2 ap, + by,
2 2 2 2
a,+b,+la,—b
coszd>=l(1+cos2q)):l[l+ ! jzl 2 lj 122 2
2 2 \/1+tan2 20 2 ap, + by,
und
sin 2B — tan 2@ _4 2a,,b,,

\/1 +tan’2® ap, + b},

erhalten wir die beiden Halbachsen ohne Fallunterscheidung:
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s 2 12 2 g2 - s 2 g2 |2 g2
22 val 2 ah % +by +lan —by| | 2alpL b i+ by —|an = b
LR =X ¢, +—= —=

2 2 - 2 2 2
a, + by, a,+b, 2 a;, + by,

, 2 2 |2 g2 ) , 2 2 2 g2

ol o ay, ayy + by —|ay, = by _ 2a,b,, b, ay, +biy +|ap, — by
+Y o+ 5 > 2 22 5 2 L B2
a, + 0, a, + 0, ap, + 0y,

Im Falle a,, > b,, gilt das obere Vorzeichen und die grole Halbachse weist in x-Richtung:

X’ Y?
I=m a7t
cos’g, R
wobei
c
COSLy, = = 122 =
\/alz +byp + oy

der Richtungskosinus des Normalenvektors 7,, ist. Im Falle a,, <b,, gilt das untere Vorzeichen
und wir erhalten eine Ellipse mit groer Halbachse in y-Richtung:

X? Y?
—
R* R’*cos’¢,,

Fiir die beiden anderen Geoditen des sphérischen Dreiecks gelten ganz analoge Ellipsenglei-
chungen, und zwar erhalten wir im Falle a,, > b,, bzw. a,; < b,; die Gleichungen

X’ Y? X’ Y?
1:#4'—2 bZW 1:—2+#,
R°cos”¢,; R R R cos §y
wobei
COSgy; = =

2 2 2
\/a23 +by; + o

der Richtungskosinus des Normalenvektors 7,; ist. SchlieBlich ergeben sich im Falle a,, > b,,

bzw. a,, < b;, die beiden Ellipsen

X’ Y? X’ Y?
l=—————+—5 bww. l=—5+—"—,
R°cos”d;, R R°  R’cos” ¢y,

mit dem Richtungskosinus

C3y

€08y ==
\/a31

2 2
+b;, + ¢35,

des Normalenvektors 7;,.
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