Mathematikaufgabe 111
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Aufgabe: Berechnen Sie den Flacheninhalt eines sphérischen Polygons.

Losung: Der Flicheninhalt S eines sphérischen Dreiecks mit Radius R ist gegeben durch
S=R(a+pB+y-7)
wobei &, f und y die den Seiten a, b und ¢ gegeniiberliegenden Winkel sind:

cosa —cosbcosc

Qa = arccos - -
sin bsin ¢
cosb —cosccosa
f = arccos - - ,
sin ¢sin a
cosc —cosacosb
¥ = arccos - -
sin asin b
Definieren wir
a,=a, a,=a,

a,=b, und a,=p,

a;, =c a5 =7,
so konnen wir das Verfahren mit «,,,,,.., =,,,,,,, allgemein bis i =n wie folgt fortsetzen:

CO8a,;_; ,; =COSAy; 5,1 COSAy; )5,

Qy;_y ,; = arccos

>

S dy; ;4 SM Ay, g 95
08dy; 5,1 —COSAy; 15, 1 COSAy;_ »;

C
Qy; 5;,1 = AICCOS

2

SN Ay, 5, SM Ay, »;
cosa2i+l,2i—l - Cosazm,zi Cosazi,zm

a2i+] 21 — arccos - -
’ S dy;_) 5, SM Ay, 5,44

Damit ergibt sich die ite Dreiecksflidche zu
_ p2
S; =R (aZi—1,2i T i T giyi i1 = 7[)

Das Polygon besteht aus insgesamt n —2 solcher Dreiecksflachen:

n—-2 n-2
— — 2 _
S= ZSi =R (aZi—l,Zi 1T Q001 T 100 ﬂ')

=1 1

i=

Im Falle n=6 gilt demnach

S =R*(a,, + 0ty + 0ty — )+ R0ty + tys + 0ty — )
+ R (g + 0ty + 0ty — 70) + R (0t + gy + 0ty — 7).
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Mathematikaufgabe 111

In einem sphirischen Koordinatensystem mit der Lédnge A, der Breite ¢ und dem Radius R

erhalten wir die Zentriwinkel der Bogen mit Hilfe der Transformationsgleichungen

x=RcosAcosp, y=RsinAcose, z=Rsn¢@

und iiber die Skalarprodukte

(Cos(ﬂm—l - /12i)cos¢72i—1 COS Py, +sin @, sin (Dzi)»
(cos(ﬂzl‘ - ﬂ’zm)cos%i COSQ,,,, +sin ¢, sin §Dzi+1)’
Foiv i = R’ COSAy; 1901 = Rz(cos(ﬂﬂzm — Ay )COS¢2i+1 COSQ,,_ +sin @, sin @,;_, )

-~ - 0 2
Byl =R cosa,, , =R
= R?

- -
by Ty =R7cosa,, 5,

Losen wir nach den Winkeln auf, erhalten wir folgende Seitenldngen:

Ayi10i = arCCOS(COS(ﬂzH - ﬂ’zi)cos%m COS@,; +sin @, sin (”2[)’
Arinip1 = arccos(cos(ﬂm - Aﬁﬂ)cos ©,;COSQ,, | +S @), SN @), | )a

Ayii10i1 = arccos(cos(ﬂ,zm - 2’2571)005402141 Cos@,,_, +sin @, sin@,_, )

Wir wollen dieses Verfahren nun anhand eines Hexagons (Sechsecks) konkret demonstrieren.
Benotigt werden fiir das erste Dreieck die Zentriwinkel

7T
— 1 "2 _ . .
a,, = arccos e arccos(cos(ﬁ1 - Ag)cos @, cos@, +sin @, sin @, ),
ENE
@,; = arccos—=—
R
N

= arccos(cos(ﬂ2 -4 )cos @, COs@, + sin @, sin @, ),

ren

ro arccos(cos(4, — 4, )cos; cosg, +sin @, sin ).

a,, = arccos

Daraus folgen die sphérischen Dreieckswinkel

COSa,, — COSa,,COSa
Q,, = arccos L = =

2

sin a,, sin a;,

COSa,; —COSd,, COSA
a,, = arccos 3 Al L=

>

sin a,,sin a,,

COSa;, — €08 a,, COSd
Q,, = arccos Al L2 =

sin a,, sin a,,

und die Flache

S, =R2(oc12 +a,, +ay, —7[).

Aus den Seitenlédngen
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7
— 3 "4 _ : :
ay, = arccos—R2 = arccos(cos(4, — 4, )cos @, cos @, +sin ¢, sin ¢, ),

ry - T

— 4 5 _ : :

a,s = arccos——= = arccos(cos(4, — 45 )cos g, cos@; +sin @, sin ¢y ),

@5, = arccos 5 arccos(cos(A; — A, )cos @ cos @, +sin ¢ sin @, )
535 R s s COS @, @5 S Ps

ergeben sich die Dreieckswinkel des zweiten Dreiecks,

COS @, —COS a5 COS Ay,

a,, = arccos

2

sin a,, sin as;,

COS @5 —COSUs; COSA
a5 = arccos = 2 A

2

sin a,,sin a,,
COS @5y —COS @y, COS Ay

5y = Arccos

3

sin a,, Sin a,
mit der Fliache
2
S,=R (0534 + s + Qs _77)

Die dritte Dreiecksflache liefert formal die Seitenldngen

a —arccos@—arccos(cos(/’t — A )cos @, cos @, +sin @ sin ¢, )
56 = R s~ Ps COS P, s Sm @ ),

v, r-
— 6 "7 _ . .
g, = arccos o arccos(cos(4, — 4, )cos ¢, cos @, +sin ¢, sin ,),
-1

0s
= arccos L2 = ar (cos(4, ) +sin ¢, sin @, )
a,5 = arccos o ccos(cos 5 JCOS @, COS Q5 +sin @, sin s ),

woraus die Fliache
2
S; =R (ass + &g, T Qs _77)

resultiert. Dabei ist zu beriicksichtigen, dall wegen 7,,, =7, , fir i=1,...,n—3 allgemein die

folgende Periodizitét gilt:
(/,inJri’ @i R) = (/12:'71’ Pri1» R)-
Fir n =6 bedeutet das konkret

(4. @7, R)=(%. 91, R),
(ﬂxs s, R): (23’ Z8 R),
(29’ Dy, R): (159 s, R)'

Somit gilt speziell fiir das vierte und letzte Dreieck:
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r7R-2r8 = arccos(cos(4, — A, )cos g, cos g, + sin ¢, sin @, ),

a,4 = arccos

Iy I
— 8 "9 _ . .
Qg = arccos rEa arccos(cos(4, — A )cos @, cos @, + sin @, sin @ ),

Iy r
— 9 "7 _ . .
Ay, = arccos? = arccos(cos(4; — 4, )cos g cos @, + sin ¢ sin @, ),

mit der Flache
Sy = R (ayy + gy + g, — 7).
Mit folgenden 6 Wertepaaren fiir die geographische Lange und Breite, i.e.

(4 9)=(10.1,48.3),

(4, 0,)=(10.3, 48.5),
(43, ¢,)=(10.6,48.6),
(A» 0,)=1(10.8,48.4),
(4, 0, )=(10.7, 48.1),
(4, 0, )=(10.2,48.2)

und einem Erdradius von 6378,137 km ergibt sich somit eine Fliche von 1811,784 km”. Das
entsprechende Polygon ist schematisch in Abb. 1 dargestellt.

A

@
(Asa(ﬁa)
(/12’(”:)
(21’901) : (’7“4394)
(/Iw(/)\é)\
(15,,05)

A

Abbildung 1. Projektionsfreies spharisches Koordinatensystem mit Langen- und Breitengraden

Fiir die Validierung der Beispielsoftware wéhlen wir ein einzelnes Dreieck mit den Zahlenwer-
ten

(ﬂn (01)= (05 O),
(ﬂ'z: ¢2) = (0’ 900):
(4. ¢,)=(90°,0)
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und einem Radius von R =1. Die Oberfldche der Achtelkugel betragt

4R @

S =—=1,5708.
2

Das in der Anlage beigefiigte Programm liefert damit das richtige Ergebnis. Auch wenn die
Schleife nur einmal durchlaufen wird, so stimmen wenigstens die Formeln.

>> flaeche
n=3
i=1
lambda = 0
phi = 0

i =2
lambda = 0
phi = 90

i =3
lambda = 90
phi =0

S =1.5708

Anhang

% Programm flaeche
% Flache eines Polygons in spharischen Koordinaten
clear all

% Dimension des Polygons
]

prompt = 'n = ';
n = input (prompt) ;

% Kugelradius in km
R = 6378.137;

for i=1:n

disp(' ")

I = ['1 =", num2str(i)];
disp (I)

prompt = 'lambda = ';
lambda = input (prompt) ;

x (1) = lambda;

prompt = 'phi = ';

phi = input (prompt) ;

y (i) = phi;

oe

Testpolygon in Langen- und Breitengraden

% x(1) = 10.1; y(1) = 48.3;
$ x(2) = 10.3; y(2) = 48.5;
$ x(3) = 10.6; y(3) = 48.6;
% x(4) = 10.8; y(4) = 48.4;
% x(5) = 10.7; y(5) = 48.1;
% x(6) = 10.2; y(6) = 48.2;
for i=1:n-3

x (n+1) x(2*1i-1);

y(n+i) = y(2%i-1);
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end

o)

% Umrechnung in Radiant
for i=1:n+3

x (1) = x(i)/180*pi;
y(i) = y(i)/180*pi;

% Flache des Polygons in km?
0

1
2*i-1,2*i) = acos(cos(x(2*1i-1)-x(2*i))*cos(y(2*i-
s(y(2*i))+sin(y(2*i-1)) *sin(y(2*1)));
a(2*i,2*i+1) = acos(cos(x(2*1i)-
X (2*i+1)) *cos (y(2*%1)) *cos (y (2*i+1))+sin(y(2*i)) *sin(y(2*1i+1)));
a(2*i+l,2*i-1) = acos(cos(x(2*i+l)-x(2*i-1))*cos(y(2*i+1l))*cos(y(2*i-
1))+sin(y(2*i+1)) *sin(y(2*1i-1)));
alpha (2*1i-1,2*1) = acos((cos(a(2*i-1,2*i))-
cos(a(2*i,2*1i41)) *cos(a(2*1i+1,2*1i-1)))/sin(a(2*1,2*i+1))/sin(a(2*i+1,2*i-
1)));
alpha(2*i,2*i+1) = acos((cos(a(2*i,2*i+l))-cos(a(2*i+l,2*i-
1)) *cos(a(2*i-1,2*1)))/sin(a(2*1i+1,2*1i-1))/sin(a(2*i-1,2*1)));
alpha (2*i+1,2*i-1) = acos((cos(a(2*i+l1,2*i-1))-cos(a(2*i-
1,2*1))*cos(a(2*1,2*i+1)))/sin(a(2*1i-1,2*1))/sin(a(2*1i,2*1i+1)));
S =8 + R"2* (alpha(2*i-1,2*i) + alpha(2*i,2*i+1) + alpha(2*i+l,2*i-1) -
pi);
end

S ="', num2str(S)];
)

>> flaeche
n = =06

S = 1811.7837
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